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Cap. I. Quadro generale di riferimento per l’analisi dei fenomeni demografici

1. Concetti introduttivi: eventi rinnovabili e non rinnovabili, intensità e cadenza dei fenomeni demografici
Le popolazioni mutano nel tempo, sia come dimensioni che come struttura, in funzione del regime demografico naturale (fecondità e mortalità, cui si può aggiungere la nuzialità, che modifica la struttura della popolazione per stato civile e che indirettamente, attraverso la fecondità matrimoniale, ha dei riflessi sull’andamento della natalità) e dei movimenti migratori. 

Studiare le diverse componenti del regime demografico vuol dire, come prima cosa, misurare - di ogni componente - l’intensità e la cadenza. 

Analizzare la cadenza, o il calendario, di un fenomeno demografico ( fecondità, nuzialità, mortalità), significa – in un’ottica di analisi longitudinale o per coorti – vedere come si distribuiscono gli eventi nell’arco di vita interessato: dall’origine della coorte alla sua completa estinzione per la mortalità, l’arco di vita riproduttivo per la fecondità, etc. L’andamento della distribuzione potrà utilmente essere rappresentato graficamente, e inoltre si potranno calcolare degli indici di posizione (valori modali, medi, mediani etc.) ed anche degli indici di dispersione e di asimmetria. Generalmente, l’indice di cadenza più utilizzato è una media ponderata delle età (con pesi proporzionali alla frequenza di eventi registrati nelle diverse età).

Per definire il concetto di intensità di un fenomeno demografico è bene distinguere tra fenomeni a eventi rinnovabili (come la fecondità, considerata prescindendo dall’ordine o rango di nascita: ogni donna può subire l’evento nascita di un figlio più di una volta) e fenomeni a eventi non rinnovabili (ancora la fecondità, ma considerata tenendo separate le nascite dei vari ranghi, o la nuzialità per rango, in particolare i primi matrimoni). 

Tra i fenomeni a eventi non rinnovabili va tenuta a parte la mortalità. Per questa vengono usati i termini evento fatale o evento negativo, in quanto tutti gli appartenenti ad una coorte subiscono, prima o poi, l’evento morte, e dunque non si pone, in questo caso, il problema di misurare l’intensità (definita come proporzione di coloro che subiscono l’evento, come è meglio chiarito al capoverso successivo), che ovviamente sarà, in ogni coorte, uguale a uno.

Per gli altri fenomeni a eventi non rinnovabili (ad esempio, la nuzialità limitata ai primi matrimoni) l’intensità si può definire appunto come proporzione di individui, all’interno di una coorte, che subiscono, prima o poi, l’evento (l’intensità sarà dunque, in questi casi, inferiore o al massimo uguale ad uno).

Per i fenomeni ad eventi rinnovabili (possiamo pensare alla fecondità, prescindendo dall’ordine di nascita), l’intensità si può definire come il numero di eventi per testa. Questa definizione, in realtà, può valere anche per i fenomeni a eventi non rinnovabili. La differenza sta nel fatto che,  per quelli a eventi rinnovabili, l’intensità potrà essere anche superiore a uno. Riferendosi alla fecondità di una coorte di  donne, ad esempio, si tratterà di conteggiare il numero complessivo di nascite  (tra l’inizio e la fine del periodo riproduttivo) e di rapportare questo numero al numero di donne che costituiscono la coorte considerata. Il numero medio di figli per donna può ben essere superiore a 1, mentre il numero medio (a testa) di parti primogeniti sarà necessariamente un valore compreso tra 0 e 1.

Va comunque chiarito subito che l’obbiettivo dell’analisi demografica, quando si cerca di misurare l’intensità di un fenomeno demografico (fecondità o nuzialità), sarebbe quello di compiere una valutazione che prescinda dal fatto che alcuni membri della coorte possono non concorrere, per tutto il tempo di vita, al verificarsi degli eventi (nascite, matrimoni), perché “abbandonano” la coorte di riferimento per mortalità o emigrazione. Per immigrazione, possono altresì subentrare a varie età, e concorrere al verificarsi di eventi demografici da una certa età in avanti, individui non appartenenti alla coorte originaria. Si vorrebbe, cioè misurare l’intensità della fecondità o della nuzialità all’interno di coorti o generazioni di individui che non subiscono altri eventi oltre a quelli oggetto di misura. Della soluzione di questo problema si parla  nei paragrafi successivi.

2.  Misura dell’intensità di un fenomeno demografico  in assenza di eventi perturbatori

Come si è appena detto, quando si analizza la storia demografica di una coorte di individui, per misurare all’interno di essa l’intensità di un fenomeno (ad esempio la fecondità), bisogna considerare che, nei diversi intervalli di età, insieme all’evento considerato (nascite) possono verificarsi anche altri eventi (in questo caso morti e movimenti migratori), il cui verificarsi interferisce con la possibilità che si manifestino gli eventi che intendiamo studiare. Gli eventi in questione vengono chiamati eventi perturbatori, e in generale si dice che esiste un’interferenza tra gli eventi studiati e gli eventi perturbatori. Come primo passo, ci poniamo però in una situazione astratta, ideale, nella quale possiamo analizzare un fenomeno che si svolge in una coorte in assenza di eventi perturbatori. Questo equivale a dire, ad esempio, che seguiamo la storia feconda di una coorte di donne immaginando che le donne considerate (conteggiate) alla nascita rimangano poi sempre le stesse fino al termine dell’età riproduttiva, non essendoci nella coorte né decessi né movimenti migratori.


Considerando, dunque, eventi rinnovabili (prendiamo come esempio la fecondità di una coorte di donne, prescindendo dall’ordine di nascita) possiamo costruire il seguente prospetto:

	età
	coorte femminile
	eventi (nascite)
	nascite ridotte

	0
	G0
	
	

	….
	
	
	

	15
	G15 =  G0
	N* (15,16)
	n (15,16)

	….
	
	
	

	X
	Gx =  G0
	N* (x,x+1)
	n (x,x+1)

	….
	
	
	

	49
	G49 =  G0
	N* (49,50)
	n (49,50)


Potremo dunque definire l’intensità (qui genericamente indicata con il simbolo T) della fecondità, in quella coorte di donne, come il rapporto tra la sommatoria (da 15 a 49 anni) degli eventi-nascita e il contingente (invariabile) di donne G0 :

T =  (x  N* (x,x+1) / G0      (per  x = 15 … 49 )
Oppure, potremo relativizzare via via gli eventi nascita N*(x,x+1) rapportando questi al contingente fisso G0; tali eventi relativi (eventi per testa) vengono usualmente chiamati eventi ridotti (nel caso della fecondità, si parlerà di nascite ridotte), e la loro somma darà ancora l’intensità del processo:

n (x,x+1) =  N* (x,x+1) / G0
T = (x  n (x,x+1)     (per  x = 15 … 49 )

E’ importare notare che, in questa situazione ideale (di assenza di eventi perturbatori), anche per i fenomeni  a eventi non rinnovabili (la fecondità analizzata per singoli ordini di nascita, la nuzialità limitata ai primi matrimoni, etc.) si può, con la medesima procedura, ottenere la misura dell’intensità. L’unica differenza (già notata) sta nel fatto che, per i fenomeni a eventi non rinnovabili, il valore dell’intensità non potrà mai superare (in analisi longitudinale) l’unità, in quanto ogni individuo può subire l’evento studiato, al massimo, una volta.

3.  Misura dell’intensità in presenza di eventi perturbatori
3.1 Stima dell’intensità come somma di tassi di seconda categoria


Consideriamo ancora, come esempio di fenomeno studiato, la fecondità (evento rinnovabile), ammettendo però, d’ora in avanti, che la coorte femminile sia interessata anche da eventi morte e da migrazioni. Per semplicità, possiamo ammettere che i saldi migratori siano negativi, e dunque che il loro effetto si cumuli a quello della mortalità, o addirittura che vi sia solo la mortalità, come fenomeno che interferisce con la fecondità. In ogni caso, il contingente di donne non rimane fisso, e gli eventi nascita che possiamo conteggiare alle varie età, derivando da contingenti di donne diversi da G0, saranno un numero diverso rispetto a quelli teorici, conteggiati in assenza di eventi perturbatori. Per distinguere gli eventi teorici dagli eventi reali  avevamo usato, nel primo caso, un asterisco, che invece scompare quando consideriamo gli eventi effettivamente osservati nella coorte femminile.


Dunque:

	G15 ( G0
	N (15,16) ( N* (15,16)

	G16 ( G0
	N (16,17) ( N* (16,17)

	…
	…

	Gx ( G0
	N (x,x+1) ( N* (x,x+1)

	…
	…



Come si fa dunque, in concreto, a valutare correttamente l’intensità della fecondità (e analogamente l’intensità della nuzialità, riferita o meno ai primi matrimoni)?


In assenza di eventi perturbatori, si è visto che si calcolano le nascite ridotte e si sommano. La somma delle nascite ridotte dà il numero medio di nascite per donna, all’interno di una generazione di donne esente da mortalità e da migrazioni.


Di fatto, in presenza di eventi perturbatori, si calcolano dei rapporti (che usualmente siamo abituati a chiamare tassi specifici: di fecondità, di nuzialità del primo ordine, o di tutti gli ordini congiuntamente, etc.) con i quali si cerca, nei vari intervalli di età, di approssimare gli eventi ridotti definiti come sopra (eventi  per testa, in assenza di eventi perturbatori):

t (x, x+1) =   N (x,x+1)  / Gx+0,5    (    n (x,x+1)


Il denominatore del tasso specifico sopra indicato, che si può anche scrivere  (Gx + Gx+1) / 2 , rappresenta il numero di individui (in questo caso le donne) mediamente presenti nella coorte tra le età x e x+1, in quanto sfuggiti agli eventi perturbatori (mortalità, migrazioni). Occorre insistere sul fatto che, in questo denominatore, si considerano tutte le donne (o comunque persone) sfuggite all’evento perturbatore (morte, migrazione), indipendentemente dal fatto che, a quel punto della loro esistenza, abbiano già subito o meno (ed eventualmente un numero maggiore o minore di volte) l’evento studiato (ad esempio la nascita di figli). I rapporti così costruiti si chiamano anche tassi (specifici)  di seconda categoria
.


A livello intuitivo, si può dire che ci si riconduce ad una situazione analoga a quella di assenza di eventi perturbatori in quanto, in presenza di un numero di eventi nascita usualmente (per via della presenza di mortalità ed emigrazione) inferiore a quello delle nascite teoriche:

   N (x,x+1) < N* (x,x+1)   

 si ottiene un livello del tasso specifico di fecondità analogo a quello che caratterizza la situazione di assenza di eventi perturbatori, per il fatto che si riduce anche il denominatore:

  Gx+0,5  <  G0

Si può dimostrare che quei tassi (che si chiameranno, come già anticipato, tassi di seconda categoria) equivalgono effettivamente agli eventi ridotti teorici (e infatti spesso si parla di nascite ridotte, di primi matrimoni ridotti, etc., anche con riferimento a rapporti calcolati su dati realmente osservati), se vi è indipendenza tra il verificarsi degli eventi (ad esempio le nascite) considerati  per il calcolo dei tassi e il verificarsi degli eventi perturbatori (in genere mortalità e/o migrazioni).


Si può precisare questo concetto dicendo che occorrerebbe - per ottenere misure corrette dell’intensità, pur in presenza di eventi perturbatori - che fossero verificate due ipotesi, che vengono chiamate ipotesi di indipendenza (tra eventi studiati e eventi perturbatori), e che possono essere enunciate come segue:

1) Gli individui, appartenenti alla coorte, che escono di osservazione per aver subito l’evento perturbatore (ad esempio, nel caso dello studio della fecondità di una coorte femminile italiana, le donne emigrate) si sarebbero comportati, nei confronti del fenomeno studiato, nello stesso identico modo degli individui rimasti in osservazione (le donne emigrate, alle varie età avrebbero avuto, a testa, lo stesso numero di figli delle donne rimaste in Italia).

2)  Il rischio di subire, alle varie età, l’evento perturbatore non dipende (non è influenzato) dal fatto di aver subito o meno, o dall’aver subito un numero diverso di volte (nel caso di eventi rinnovabili) l’evento studiato. Ad esempio, donne senza figli, con un figlio, con più figli devono avere, a parità di età, la stessa probabilità di morire o di emigrare. Nello stesso modo, il rischio di morte ad una stessa età non deve essere diverso per donne nubili o coniugate.  


Se, dunque,  consideriamo una coorte di donne soggetta alla mortalità (eventi D (x,x+1) ), avverrà che, in ciascun intervallo di età, gli eventi-nascita osservati  N (x,x+1) saranno - come si è già detto - diversi (inferiori) agli eventi-nascita teorici N* (x,x+1). Per arrivare ad una valutazione degli eventi  ridotti (nascite ridotte) “allo stato puro” (in assenza di eventi perturbatori-decessi), occorre appunto ammettere che esista indipendenza (nel senso sopra specificato) tra eventi nascita ed eventi decesso. 

Vediamo dunque come si può arrivare, in questa situazione, ad una corretta valutazione degli eventi ridotti teorici sulla base dei dati realmente osservati. Definiamo:

Gx   le donne della coorte sopravviventi (in valore assoluto) alla mortalità 

qx   la probabilità di morte (uguale, a parità di età, per tutte le donne, indipendentemente dal numero di figli avuti)

gx  la probabilità di sopravvivenza
 fino alla durata x
n(x,x+1)  le nascite ridotte teoriche (in assenza di mortalità)

N (x,x+1)  le nascite realmente osservate

D (x,x+1)  i decessi realmente osservati nella coorte di donne

All’età 0 sarà ovviamente:

G0* = G0
Ammettendo l’indipendenza tra fecondità e mortalità (e cioè ammettendo che la stessa tavola di mortalità sia valida per tutte le donne, indipendentemente dal numero di figli avuti), posso scrivere:

G1 = G0 * g1
…..

Gx = G0 * gx
…….

G( = G0 * g(

Possiamo adesso chiederci: qual è il numero di eventi nascita realmente osservati tra x e x+1? Questo numero N (x,x+1) sarà comunque diverso da N* (x,x+1). 


Possiamo fare due diverse ipotesi:

1) si ipotizza che tutte le donne che muoiono tra x e x+1 subiscano l’evento morte alla fine dell’intervallo di età. E’ il caso “più favorevole”, nel senso che l’evento perturbatore (morte), in quel caso, non impedisce alcuna nascita (tra x e x+1);

2) si ipotizza invece che tutti i decessi di donne della coorte che si registrano tra x e x+1 si concentrino all’inizio dell’intervallo. In questo caso vengono “impedite” dalla mortalità tutte quelle nascite che sarebbero derivate dalle donne che sono destinate a morire in quell’intervallo (nessuna delle donne che muoiono nell’intervallo genera figli nello stesso intervallo).

Nel caso 1) le nascite generate tra x e x+1 saranno:

N (x,x+1) = G0 * gx * n (x,x+1)

in quanto si applicano, a tutte le sopravviventi in x (anche a quelle che muoiono tra x e x+1), le nascite teoriche per testa (n (x,x+1)).

Nel caso 2) le nascite generate tra x e x+1 saranno invece:

N (x,x+1) = G0 * gx+1 * n (x,x+1)

Infatti, le nascite teoriche per testa si applicano (sono generate da)  solo alle sopravviventi in x+1, perché chi muore sparisce subito, all’inizio dell’intervallo x, x+1, e non può generare alcun evento.

Nello stesso caso 2), gli eventi nascita impediti dalla mortalità saranno ottenuti moltiplicando le decedute complessive tra x e x+1 per le nascite teoriche per testa tra x e x+1:

G0 * gx * qx * n (x,x+1)

Ma nella realtà i decessi si distribuiscono tra x e x+1, per cui ci saranno, nell’interferenza tra i due tipi di evento (nascita di un figlio e morte della madre), alcuni casi in cui l’evento nascita precede la morte della donna, e altri casi in cui l’evento morte impedisce (visto che è un evento “fatale”, che elimina chi lo subisce) la nascita di un figlio.


Diciamo che la proporzione dei casi in cui l’evento nascita precede l’evento morte della donna è 0 (  (  (  1 (in pratica si porrà  ( = ½ , accettando l’ipotesi di equidistribuzione degli eventi nascita e degli eventi morte). Dunque, dei potenziali eventi nascita impediti (al massimo, si è visto, pari a: G0 * gx * qx * n (x,x+1)) in realtà alcuni, e precisamente:

 ( * G0 * gx * qx * n (x,x+1)

si verificano.

Gli eventi nascita effettivamente impediti saranno:

(1 - () * G0 * gx * qx * n (x,x+1)

Il totale degli eventi nascita effettivamente osservati si ricava dunque togliendo dall’ipotesi più favorevole (che la mortalità si concentri tutta alla fine dell’intervallo x, x+1) gli eventi nascita effettivamente impediti:

N (x,x+1) = G0 * gx * n (x,x+1) - (1 - () * G0 * gx * qx * n (x,x+1)

A questo punto, semplifichiamo l’esposizione ponendo ( = ½ . Dunque, le nascite osservate si potranno scrivere nel modo seguente:

N (x,x+1) = G0 * gx * n (x,x+1) – 1/2 * G0 * gx * qx * n (x,x+1) = 

= [G0 * gx – (G0 * gx * qx) / 2] * n (x,x+1)

Ricordando che, in base all’ipotesi di indipendenza:

Gx = G0 * gx
e:

G0 * gx * qx = Gx qx = D (x,x+1) (decessi effettivi delle donne tra x e x+1)

si avrà:

N (x,x+1) = [Gx – D(x,x+1) / 2] * n (x,x+1) = [2* Gx – D (x,x+1)] / 2  *  n (x,x+1) =

= (Gx + Gx+1) / 2  *  n (x,x+1)

Dunque, in definitiva, le nascite ridotte teoriche
  (in assenza di decessi nella coorte di donne) si ottengono rapportando le nascite osservate alla media delle donne sopravviventi osservate nella stessa classe di età:

n (x,x+1) = N (x,x+1)  /  (Gx + Gx+1) / 2

Ricordiamo ancora una volta che la relazione è perfettamente verificata solo se si può ammettere l’indipendenza tra nascite e decessi delle donne, in quanto per arrivare a questa formulazione abbiamo dovuto utilizzare, per tutte le donne indipendentemente dai figli avuti (o non avuti) da ciascuna, la stessa tavola di mortalità. Questo significa, appunto, ipotizzare che non ci sia un rischio differenziale di morte, a parità di età,  tra donne senza figli, con un figlio, due figli, etc..

E’ evidente che, in molti casi, non si può pensare che le ipotesi di indipendenza siano, effettivamente, del tutto verificate. Ad esempio, si riscontra in genere che i rischi di morte, a parità di età, sono leggermente più elevati per i celibi e le nubili che per i coniugati e le coniugate. Analogamente, è difficile pensare che la propensione ad emigrare sia la stessa (a parità di età) per donne senza figli e per donne con uno o più figli. 

Tuttavia, in genere, le distorsioni nelle misure demografiche legate alla mancata verifica di queste ipotesi non sono di grande rilievo, e dunque si può accettare di stimare gli eventi ridotti teorici attraverso il calcolo di tassi di seconda categoria, definiti come sopra indicato. 


In conclusione, si otterrà dunque una stima dell’intensità della fecondità (valutazione del numero medio di figli per donna in assenza di mortalità e di migrazioni) sommando i tassi specifici di fecondità (di seconda categoria):

T = (x  t (x,x+1)     (per  x = 15 … 49 )
Analogamente (evitiamo di scrivere altre formule), si potrà ottenere una stima dell’intensità della nuzialità, complessiva o solo riferita ai primi matrimoni (valutazione del numero medio di matrimoni, o di primi matrimoni, che si registrano all’interno di una coorte di uomini o di donne in assenza di mortalità e di migrazioni), sommando i tassi specifici di nuzialità (di seconda categoria), calcolati con riferimento a tutti i matrimoni o solo ai primi matrimoni
. Al denominatore di ciascuno di questi tassi (di nuzialità) vi sarà sempre un valore medio di uomini o di donne complessivamente sopravviventi in quella classe in età, indipendentemente dal loro stato civile.

3.2 Probabilità (tavole di eliminazione)  e tassi di prima categoria

3.2.1 Nuzialità (primi matrimoni), fecondità per ordine di nascita

Nel caso di fenomeni a eventi non rinnovabili (nuzialità dei primi matrimoni, fecondità per singoli ordini di nascita), esiste comunque un’altra procedura, più lunga e complessa di quella descritta nel paragrafo precedente, per arrivare a misurare l’intensità. Tale procedura dà maggiori garanzie in termini di correttezza del risultato, in quanto (come si potrebbe dimostrare)
 questo non è distorto – seguendo questa strada - dall’eventuale mancata sussistenza dell’indipendenza tra eventi studiati ed eventi perturbatori. 


Ci riferiamo alla costruzione (possibile solo per fenomeni a eventi non rinnovabili, come la nuzialità dei primi matrimoni, oltre che per la mortalità) di tavole di eliminazione, che vengono ricavate mediante il calcolo preliminare di  rischi o probabilità di subire l’evento studiato (in ciascun intervallo di età). 


In demografia, il concetto di probabilità
 si utilizza, come appena detto, per la misura di fenomeni demografici che possono essere subiti una sola volta, per cui si può identificare (distinguere), ad ogni età x (ai compleanni esatti), tra i sopravviventi di una coorte, il numero di individui che ancora non hanno subito l’evento (che quindi sono sopravvissuti, oltre che alla mortalità e alla migratorietà, anche all’evento studiato) e, dunque, che sono esposti al rischio di subirlo nell’intervallo di età  x, x+1. E’ evidente che c’è una differenza fondamentale tra il caso della mortalità (chi subisce l’evento morte sparisce davvero dalla popolazione, e si parla in questo caso di evento fatale) e quello della nuzialità dei primi matrimoni (o della fecondità per rango di nascita). Nel caso, ad esempio, della nuzialità (primi matrimoni), chi subisce l’evento viene eliminato dal contingente di celibi (o di nubili), ma rimane presente, nella nuova condizione di coniugato, nella popolazione di riferimento. Dunque, studiando la nuzialità dei primi matrimoni, occorre poter distinguere, ad ogni età x, nell’ambito dei sopravviventi (indichiamoli con Px) alla mortalità, coloro che sono “sfuggiti” anche al primo matrimonio (usiamo per i celibi e per le nubili il simbolo Cx). 


Indicando appunto i celibi (o le nubili) sopravviventi ai vari compleanni x col simbolo Cx,  avremo abitualmente:  

C0  =  P0
…

C15  =  P15
….

Cx   (   Px
….

C49  (  P49

Se (sempre considerando la nuzialità dei primi matrimoni) si potesse ammettere che, almeno tra x e x+1, non esistono eventi perturbatori
, si potrebbe definire (e anche calcolare) la probabilità di primo matrimonio (indicata con il simbolo rx) come il rapporto tra gli eventi (primi matrimoni) verificatisi tra x e x+1 e il contingente di coloro che, al compleanno x (all’inizio dell’intervallo x, x+1), erano sopravvissuti in stato di celibato, e dunque erano esposti al rischio di subire l’evento primo matrimonio nell’intervallo di età indicato:

rx   =  M (x,x+1)  /  Cx
Calcolare la probabilità di primo matrimonio in questo modo significa ammettere che tutti gli individui (per una coorte femminile, tutte le donne) sopravviventi in stato di celibato/nubilato in x sono poi esposti in uguale misura al rischio di sposarsi lungo tutto l’intervallo compreso tra x e x+1.

Nella realtà, anche tra x e x+1 gli eventi perturbatori (decessi ed eventualmente migrazioni) – che già hanno contribuito, insieme con i matrimoni, a ridurre il contingente  Cx rispetto a  P0 = C0 – continuano ad agire (a verificarsi). Alcune delle linee di vita (degli individui Cx della coorte sopravvissuti in stato di nubilato fino al compleanno x) si interrompono, per morte o per emigrazione, dopo il compleanno x ma prima di raggiungere il compleanno x+1. Questi individui non rimangono dunque un anno intero, tra x e x+1, esposti al rischio di sposarsi.


Si ottiene una valutazione più corretta del rischio (nell’impossibilità di poter conteggiare i primi matrimoni che si registrerebbero in assenza di eventi perturbatori) riducendo il denominatore, rispetto al contingente degli esposti al rischio valutato al compleanno x (Cx). Di fatto, si ipotizza che chi muore o emigra tra x e x+1 resti mediamente esposto al rischio di sposarsi, nella popolazione (coorte) in esame e nell’intervallo in questione, solo per mezzo anno, e dunque si toglie, per ciascuno di coloro che sono destinati a morire o ad emigrare, mezzo anno di durata. Ciò equivale a togliere dal contingente di nubili valutato all’età x (Cx) la metà degli eventi perturbatori.  Ammettendo, per semplicità, che vi siano solo decessi (e non anche migrazioni), si dovrà sottrarre da Cx la metà dei decessi di nubili:  1/2 D’ (x,x+1). E’ importante specificare che si devono considerare, a questo scopo, solo i decessi di nubili (si è usato per questo l’apice dopo il simbolo D), e non tutti i decessi. Infatti, se un individuo della coorte, sopravvissuto in stato di celibato/nubilato fino al compleanno x, si sposa tra x e x+1 e successivamente, ma prima di compiere il compleanno x+1, muore (da coniugato), il suo evento morte non deve essere considerato nella correzione del denominatore, in quanto – con riferimento a quella storia di vita individuale – la morte non ha impedito il verificarsi dell’evento primo matrimonio.

In conclusione, la formula che viene utilizzata per valutare correttamente una probabilità di primo matrimonio, in presenza di mortalità, è la seguente:

rx  =  M (x,x+1)  /  ( Cx – ½  D’ (x,x+1) )

Va detto che togliere, al denominatore, la metà degli eventi perturbatori (in questo caso i decessi di nubili o di celibi) significa accettare l’ipotesi che questi siano equidistribuiti nell’intervallo di età (x, x+1). Questa ipotesi di equidistribuzione degli eventi è una delle ipotesi cui si ricorre più frequentemente in demografia, quando, non potendo utilizzare dati individuali, non si conosce esattamente la modalità con cui gli eventi si distribuiscono tra un compleanno e il successivo. A parte casi particolari, si può dire che, quando si effettuano i calcoli per classi di età annuali, accettare questa ipotesi non crea, solitamente, grandi problemi.

Se, così come avviene nella realtà, oltre ai decessi vi sono anche dei movimenti migratori, di fatto anche questi andrebbero considerati per correggere i denominatori delle probabilità. Si vedrà, tra l’altro, più avanti che, nel calcolo delle probabilità di morte, saranno proprio i saldi migratori a dover essere considerati, come eventi perturbatori.

In conclusione, per calcolare correttamente il denominatore di una probabilità di primo matrimonio, occorrerebbe conoscere:

1) la distribuzione della popolazione per età, sesso e stato civile (per valutare il contingente Cx)

2) la distribuzione dei decessi per età, sesso e stato civile

3) la distribuzione degli emigrati e degli immigrati (o almeno dei saldi migratori) per età, sesso e stato civile

Può capitare, soprattutto lavorando con popolazioni di ridotte dimensioni (anche nell’Italia attuale, ad esempio, a livello di singoli comuni) di non disporre di statistiche così dettagliate.

Un modo per approssimare le probabilità può essere, allora, quello di calcolare, in ciascun intervallo di età, dei tassi (che vengono chiamati di prima categoria, e che, per distinguerli da quelli di seconda categoria, indicheremo qui col simbolo t’) che al denominatore vedono posta una media dei contingenti di nubili/celibi sopravviventi all’inizio e alla fine dell’intervallo di età x, x+1:

t’ (x, x+1)  =  M (x, x+1)  /  Cx+0,5
Più in generale, si può dunque dire che, al denominatore di un tasso di prima categoria, si colloca una media (tra l’inizio e la fine dell’intervallo di età) del numero di coloro che sono  sopravvissuti, oltre che all’evento perturbatore, anche all’evento studiato
. 


Nel paragrafo successivo si farà cenno ad una semplice formula (valida nel caso della nuzialità come in quello della mortalità) che può consentire di ricavare le probabilità partendo dai tassi. Le probabilità di primo matrimonio possono comunque essere utilizzate per costruire una tavola di eliminazione (nello specifico, una tavola di nuzialità), che servirebbe per poter valutare correttamente l’intensità della nuzialità. Questa intensità può altresì essere stimata, come si è già indicato, tramite la somma dei tassi di nuzialità di seconda categoria, senza quindi dover calcolare delle probabilità (cfr. oltre, al par.2 del cap.II). Con questa modalità, si può tra l’altro valutare – come si è già detto -  sia l’intensità della nuzialità complessiva (se al numeratore dei tassi si considerano i matrimoni di ogni ordine), sia quella relativa ai soli primi matrimoni.

3.2.2  Mortalità


Passando ora a considerare, come fenomeno da analizzare, la mortalità
, si può dire che il rischio o probabilità di subire l’evento morte, in un determinato intervallo di età, per gli appartenenti ad una generazione, è dato, in prima approssimazione (ipotizzando l’assenza di migrazioni), dal rapporto tra eventi morte in quell’intervallo di età e contingente sopravvivente all’inizio dell’intervallo. Non si può, in questo caso, fare una distinzione (che invece può essere fatta per la nuzialità dei primi matrimoni) tra sopravviventi che hanno - o che non hanno - subito l’evento. Chi muore viene materialmente eliminato e non farà più parte della coorte. Indicando con  D(x,x+1) i decessi che si registrano  nella classe di età x, x+1, e con Px il contingente di una originaria coorte che è sopravvissuto fino al compleanno x
, una formula semplificata per il calcolo della probabilità di morire (si usa abitualmente il simbolo qx) tra i compleanni x e x+1 sarà:

qx =  D(x, x+1)  /  Px

Analogamente a quanto già visto per la probabilità di primo matrimonio, anche per la mortalità, in presenza di eventi perturbatori (in questo caso le migrazioni), occorrerà correggere il denominatore nel modo seguente
 :


qx =  D(x, x+1)  /  ( Px – ½  S (x,x+1) )

Anche per la mortalità (come  per la nuzialità dei primi matrimoni), anziché costruire direttamente delle probabilità
, si possono calcolare dei tassi specifici, ottenuti rapportando i decessi in età x, x+1 non agli esposti al rischio di morire all’inizio dell’intervallo di età (Px),  ma bensì ad una media dei sopravviventi in x e in x+1: (Px + Px+1) /2 .

E’ importante segnalare che la somma, età per età, dei tassi specifici di mortalità calcolati  per una determinata coorte o generazione di nati, non ha – diversamente dalla somma dei tassi specifici di fecondità, o dei tassi specifici di nuzialità, di seconda categoria – un preciso significato demografico. 

Va altresì precisato che l’ordine di grandezza dei tassi specifici di mortalità
 - se calcolati per classi di età annuali - è  analogo, in condizioni normali, a quello delle corrispondenti probabilità di morte
. 

Partendo dal calcolo di un tasso specifico di mortalità (utilizziamo in questo caso la lettera m), si ha comunque modo di stimare facilmente il valore della corrispondente probabilità di morte
. Si può dimostrare infatti che, sotto certe condizioni, vale la relazione
:

qx  =  2 * mx  /  (2 + mx)


Se si opera con distribuzioni per classi quinquennali di età, la formula si modifica nel modo seguente :


5qx = 10 * mx,x+5   /  (2 + 5 * mx,x+5)

dove il simbolo  5qx sta a significare la probabilità, per una persona che abbia x anni esatti, di morire entro il compleanno x + 5, mentre mx,x+5 rappresenta il tasso specifico di mortalità nella classe di età (x, x+5), e indica il livello medio di mortalità in ciascun anno di età di quel quinquennio (come già specificato in una precedente nota).

3.3 Riepilogo (tassi di prima e tassi di seconda categoria)
          Cerchiamo ora di riepilogare i concetti essenziali esposti in questo capitolo degli appunti. Distingueremo, in sintesi, tre diversi casi, relativi alle modalità di calcolo di entità comunque denominate con lo stesso termine “tasso”, un rapporto cioè che vede al numeratore gli eventi registrati in un anno di calendario (o la media annuale di eventi registrati in un periodo pluriennale) e relativi ad una certa classe di età, e al denominatore un contingente medio di viventi nello stesso anno in quella medesima classe di età: 1) la mortalità, considerata a parte, in quanto, pur potendosi includere tra i fenomeni demografici ad eventi non rinnovabili, si differenzia da ogni altro fenomeno in quanto tutti gli appartenenti ad una coorte sono destinati a morire; 2) gli altri fenomeni demografici a eventi non rinnovabili (come la nuzialità del primo ordine, o di uno specifico ordine successivo al primo, e la fecondità,  se considerata, anch’essa, per singoli ordini di nascita); 3)  i fenomeni demografici a eventi rinnovabili (fecondità e nuzialità, prescindendo questa volta dall’ordine di nascita o di matrimonio).


Nel caso della mortalità, un tasso specifico (si potrebbe chiamare di prima categoria, ma in realtà non occorre specificarlo, in quanto non esistono, per la mortalità, tassi di seconda categoria) vede al numeratore gli eventi morte che si verificano nell’anno e nella classe di età considerati, e al denominatore la popolazione media vivente in quello stesso anno di calendario  e in quella classe di età. Non ci sono, in sostanza, alternative, per quanto riguarda il denominatore, in quanto chi subisce l’evento morte viene eliminato fisicamente (non è più vivente) e non è possibile, dunque, fare una distinzione tra viventi che hanno subìto o che non hanno ancora subìto l’evento considerato.

Occorre sottolineare il fatto che i tassi specifici di mortalità per età non sono entità addizionabili, ma la loro distribuzione per età rappresenta, analogamente alla distribuzione delle probabilità di morte (se gli uni e le altre sono calcolati per classi di età annuali) l’andamento della mortalità per età. 

Per gli eventi non negativi ma anche non rinnovabili (il riferimento è qui  alla nuzialità dei primi matrimoni, ma si potrebbe esemplificare anche con la nuzialità di altri ordini, o ancora con la fecondità per singoli ordini di nascita) un tasso può invece essere calcolato in due modi diversi, dando luogo a risultati di significato del tutto differente. Mentre al numeratore si collocheranno sempre gli stessi eventi (registrati in un anno di calendario e relativi ad una classe di età), al denominatore  si può infatti, alternativamente, porre: 

( il contingente medio dei viventi che in quella classe di età non hanno ancora subìto l’evento studiato (per la nuzialità dei primi matrimoni, si tratterà dei celibi);

( tutto il contingente medio dei viventi in quella classe di età (conteggiando insieme sia celibi che coniugati).

Per i fenomeni demografici a eventi non rinnovabili e non negativi,  come la nuzialità dei primi matrimoni, si parla dunque, nel primo caso, di tassi di prima categoria, nel secondo caso di  tassi di seconda categoria.

La differenza sostanziale sta nel fatto che i tassi di seconda categoria (che approssimano gli eventi ridotti, definiti in assenza di eventi perturbatori) sono entità addizionabili, e la loro somma fornisce una stima dell’intensità del processo. I tassi di prima categoria, invece, non sono entità addizionabili (e questo vale, come si è già detto, anche per la mortalità). La loro utilità sta nel fatto che, già di per sé, approssimano
, abbastanza da vicino, l’ordine di grandezza delle corrispondenti probabilità (di morte, di primo matrimonio, di fare un figlio di un certo ordine …), ed inoltre possono essere trasformati in probabilità, utilizzando  la formula già vista:

qx =  2 * tx  /  (2 + tx)

Infine, ricordiamo che per i fenomeni demografici a eventi rinnovabili (pensiamo alla fecondità, prescindendo dall’ordine di nascita) si possono calcolare solo tassi di seconda categoria (al denominatore si porranno tutte le donne mediamente viventi in età x), che approssimano gli eventi ridotti (nel caso specifico nascite ridotte) calcolati in assenza di eventi perturbatori. Questi tassi di seconda categoria – ripetiamolo ancora una volta – sono entità addizionabili, e la loro somma dà l’intensità.  Ad esempio, nel caso della fecondità si tratta del TFT, tasso di fecondità totale o numero medio di figli per donna.

Cap. II. Cenno alle misure di nuzialità
1. Due diverse strade per valutare l’intensità della nuzialità del primo ordine

Nel par. 3 del capitolo I di questi appunti si è già richiamato più volte il problema della misura dell’intensità della nuzialità. Cerchiamo qui di precisare e di riepilogare quanto già detto, introducendo anche qualche nuovo termine che finora non era stato utilizzato.


Quando si parla di nuzialità, bisogna specificare se ci si riferisce solo alla nuzialità del primo ordine (fenomeno a eventi non rinnovabili) o se invece si considerano insieme i matrimoni dei vari ordini. Rispetto a quanto avviene per la fecondità, la prevalenza dei matrimoni del primo ordine è di gran lunga maggiore, e dunque più spesso ci si concentra a studiare la nuzialità del primo ordine. Resta valida, comunque, la distinzione che è stata fatta nel capitolo I; se si considera la nuzialità come fenomeno a eventi non rinnovabili, ci sono due possibili strade per arrivare a valutare l’intensità: calcolare dei tassi di nuzialità di seconda categoria e sommarli, oppure calcolare delle probabilità di primo matrimonio (direttamente, o passando attraverso il calcolo preliminare di tassi di prima categoria), e quindi costruire una tavola di eliminazione, e cioè uno strumento analogo alla tavola di mortalità (cfr. tavola di nuzialità allegata), dalla quale è possibile ricavare immediatamente il valore dell’intensità della nuzialità
.


Se invece si considerano insieme tutti i matrimoni (di ogni ordine), l’unica possibilità – analogamente a quanto visto per la fecondità (considerata  prescindendo dall’ordine di nascita) è di calcolare dei tassi (specifici di nuzialità) di seconda categoria e di sommarli. La stima dell’intensità ottenuta per questa via sarà tanto più corretta quanto più si potrà ammettere (cfr. il paragrafo successivo) che sussiste indipendenza tra eventi matrimonio ed eventi perturbatori (mortalità e migrazioni).  

Infine, vale la pena anticipare (si veda per questo il cap. V di questi appunti) che, se si effettuano misure trasversali (del momento), potrà avvenire che - in situazioni di forte anticipo (da una coorte alle successive) della cadenza (sintetizzata dall’età media al matrimonio) - l’intensità della nuzialità del primo ordine superi l’unità (o il valore 100, o 1000, a seconda di quale sia l’ammontare convenzionale della generazione considerata all’origine).

2. L’ipotesi di indipendenza e la stima dell’intensità della nuzialità del primo ordine come somma di “primi matrimoni ridotti”

Per i fenomeni demografici a eventi non rinnovabili, come la nuzialità se viene considerata limitatamente ai matrimoni del primo ordine (o di un qualsiasi ordine, considerato però separatamente dagli altri), il modo più sicuro per arrivare ad una valutazione corretta dell’intensità è quello di passare attraverso il calcolo delle probabilità (in questo caso le probabilità di primo matrimonio) e quindi di costruire una tavola di eliminazione (tavola di nuzialità). La differenza tra i sopravviventi all’evento studiato (ad esempio i celibi o le nubili) all’inizio e alla fine del periodo di vita entro il quale si svolge il fenomeno (per la nuzialità, convenzionalmente tra i 18 e i 50 anni), relativizzata al contingente di sopravviventi iniziali (appunto, in questo caso, i celibi o le nubili a 18 anni) fornisce una valutazione corretta dell’intensità. In formule, indicando con  g’x le nubili in età x di una  tavola di nuzialità (nella quale usualmente si pone il valore g’18 = 100.000), l’intensità T è ottenuta come:

T = (g’18 – g’50) / g’18  = 1  -  g’50 / g’18
Il rapporto g’50 / g’18  è detto “nubilato (o celibato) definitivo”: si tratta, in sostanza, della quota di donne (o di uomini) che non arrivano a sposarsi, in relazione al contingente di nubili o celibi iniziali. Dunque, l’intensità della nuzialità (dei primi matrimoni) si può esprimere anche come complemento a 1 del celibato/nubilato definitivo.


E’ però possibile, se sono rispettate le ipotesi di indipendenza tra evento studiato ed eventi perturbatori (cfr. il par.3.1 del capitolo I), arrivare ad una buona stima dell’intensità della nuzialità dei primi matrimoni in modo più semplice, e cioè calcolando dei tassi (di nuzialità del primo ordine)  di seconda categoria (rapportando i primi matrimoni, classificati per le varie età della donna, ad una media di tutte le donne sopravviventi, indipendentemente dal loro stato civile, nella classe di età di volta in volta considerata) e facendone la somma.


Il breve sviluppo formale presentato in questi appunti vuole mostrare come ciò si giustifica. In particolare, è utile verificare che il risultato è tanto più corretto quanto più si può dire che è rispettata l’ipotesi di “non differenzialità nel rischio di morte, a parità di età, tra nubili e coniugate” (ciò che implica, appunto, indipendenza tra nuzialità e mortalità). Si può infatti vedere che, se non c’è differenzialità nel rischio di morte tra nubili e coniugate, i tassi (di nuzialità del primo ordine) di seconda categoria (calcolati su dati reali) equivalgono esattamente ai primi matrimoni ridotti che si potrebbero calcolare in assenza di mortalità delle nubili.

Indichiamo con:

E’ (x, x+1)  i primi matrimoni effettivi registrati nell’intervallo di età x, x+1

*E’ (x, x+1) i primi matrimoni teorici (in assenza di mortalità)

Si potrebbe dimostrare che tra le due entità sussiste la seguente relazione:

E’ (x,x+1) =  *E’ (x, x+1) * gnx+0.5
dove col simbolo gnx si intende la funzione di sopravvivenza di una tavola di mortalità costruita per le sole nubili. Occorre chiarire che, con la simbologia che qui si adotta, sia per la sopravvivenza delle nubili che, immediatamente dopo, per la sopravvivenza di tutte le donne della coorte, le funzioni di sopravvivenza si fanno partire, anziché dall’età 0 (dalla nascita) dall’età minima al matrimonio, indicata qui in 18 anni
.

In sostanza, questa relazione ci dice che il numero dei matrimoni effettivi tra x e x+1 è tanto più prossimo al numero dei matrimoni teorici quanto maggiore è il livello di sopravvivenza delle nubili fino a quell’età (a partire dai 18 anni). 


Ricordiamo ora che, in assenza di mortalità (o più generalmente in assenza di eventi perturbatori) i primi matrimoni ridotti si possono definire come:

e’ (x, x+1) =  *E’ (x, x+1)  /  G18    (per il contingente iniziale G18  non occorre fare ulteriori specificazioni: si ammette che tutte le donne sopravviventi a 18 anni siano nubili)

Se si indica con gx il termine generico di una funzione di sopravvivenza (con origine a 18 anni) dell’intera generazione delle donne (senza distinzione di stato civile), si può dire che le donne sopravviventi in età x si possono ottenere come:

Gx = G18 * gx
Così quelle sopravviventi in età x+1:

 Gx+1 = G18 * gx+1
dunque:

(Gx + Gx+1) /  2  =  G18 * (gx + gx+1) / 2

che possiamo anche scrivere:

Gx+0,5 = G18 * gx+0,5
e dunque:

G18 = Gx+0,5 / gx+0,5
Riprendiamo adesso la relazione tra eventi reali ed eventi teorici (vista sopra): 

E’ (x,x+1) =  *E’ (x, x+1) * gnx+0.5
possiamo dunque scrivere:

*E’ (x, x+1) = E’ (x,x+1) / gnx+0.5
Per quanto visto fino ad ora, si potranno quindi esprimere i primi matrimoni ridotti teorici nel seguente modo:

e’ (x, x+1) =  *E’ (x, x+1)  /  G18  =   

=  ( E’ (x,x+1) / gnx+0.5 )   /   ( Gx+0,5 / gx+0,5 )  =  ( E’ (x,x+1) / Gx+0,5 )  *  ( gx+0.5 / gnx+0.5 )

e quindi si può anche scrivere:

( E’ (x,x+1) / Gx+0,5 )  = e’ (x, x+1) * (gnx+0,5 / gx+0.5)

Il primo termine di questa uguaglianza rappresenta un tasso di seconda categoria (di nuzialità del primo ordine), che quindi equivale esattamente al valore dei primi matrimoni ridotti teorici e’ (x, x+1) se il rapporto gnx+0,5 / gx+0.5 è uguale a 1, e cioè se non c’è differenza nelle probabilità di sopravvivenza (dall’età 18 al punto medio dell’intervallo di età x, x+1) tra nubili e complesso della coorte, e dunque, in sostanza, tra nubili e coniugate.


Se questo è vero per tutte le età (almeno fino ai 45-50 anni), sommando i tassi di nuzialità di seconda categoria si ottiene una buona valutazione della somma dei primi matrimoni ridotti teorici, e dunque una buona stima dell’intensità della nuzialità del primo ordine.

Sommando dunque i tassi di seconda categoria per tutte le età della donna nelle quali si verificano primi matrimoni  (convenzionalmente da 18 a 50 anni), e indicando con T l’intensità della nuzialità del primo ordine,  si può scrivere:

T  ≈  ∑x  [ E’ (x,x+1) / Gx+0,5 ]  =  ∑x  [e’ (x, x+1) * (gnx+0,5 / gx+0.5) ]

Il secondo membro può essere scritto, moltiplicando e dividendo per ∑x e’ (x, x+1):

∑x e’ (x, x+1) * { [∑x e’ (x, x+1) *  (gnx+0,5 / gx+0.5) ]  /  ∑x e’ (x, x+1)}

dunque:

∑x [ E’ (x,x+1) / Gx+0,5 ] = ∑x e’ (x, x+1) * { [∑x e’ (x, x+1) * (gnx+0,5 / gx+0.5) ] / ∑x e’ (x, x+1)}

Questa relazione ci dice che la somma dei primi matrimoni ridotti ottenuta con i dati di osservazione è uguale alla somma dei primi matrimoni ridotti teorici moltiplicata per un fattore di correzione, che ha la struttura di una media ponderata dei singoli fattori di correzione alle diverse età (i pesi sono i primi matrimoni ridotti alle singole età). Dunque, anche se esiste una differenzialità nei rischi di morte tra nubili e coniugate (ovverosia tra nubili e complesso delle donne della coorte), è sufficiente, affinché il risultato (la misura dell’intensità) non sia eccessivamente distorto, che questa differenzialità non sia molto forte nelle classi di età dove maggiormente si concentra l’intensità della nuzialità. In definitiva, sapendo che abitualmente la differenzialità emerge soprattutto con l’avanzare dell’età, si può essere ragionevolmente tranquilli sulla correttezza dei risultati ottenuti con questa procedura, in quanto per le età nelle quali si concentra la nuzialità l’ipotesi di indipendenza è solitamente ben verificata (cfr. tavola di mortalità per stato civile allegata).

Cap. III. Le funzioni della tavola di mortalità 

1. Le tavole di mortalità complete


Prima di presentare le funzioni della tavola di mortalità, occorre sottolineare il fatto che, usualmente, una tavola viene ricavata partendo dal calcolo delle probabilità di morte. Disponendo della distribuzione delle probabilità,  le altre funzioni si ottengono facilmente sfruttando le relazioni che sono presentate anche in questi appunti.


E’ però importante chiarire come, in concreto (operando su dati reali, per una coorte di individui soggetta, oltre che al processo di eliminazione per morte, anche a eventi migratori), si ottengano i valori delle probabilità
. Per far questo, facciamo riferimento ad un esempio concreto.
Supponiamo di dover valutare il rischio, per la generazione di donne del 1910 - che compiono l’ottantesimo compleanno nel corso del 1990 - di morire tra l’ottantesimo e l’ottantunesimo compleanno: occorrerà rapportare i decessi contabilizzati, per quella generazione, tra i due compleanni indicati ad una valutazione, la più corretta possibile, del contingente di donne esposte al rischio di subire l’evento morte in quell’intervallo di età. Per far questo, occorre innanzitutto valutare il numero di donne che sono arrivate a compiere l’ottantesimo compleanno: pensando di visualizzare questa informazione sullo schema di Lexis (vedi allegato 1), si tratta del flusso orizzontale BD (di coetanee), che non sarà direttamente conosciuto. Partendo dall’unica informazione realmente disponibile, e cioè dalla conoscenza delle donne (contemporanee) viventi al 31/12/1990 in età 80 anni compiuti (flusso verticale CD), si tratta di aggiungere gli eventi che hanno decurtato la generazione nel passaggio dal compimento dell’80esimo compleanno (nel corso del 1990)  al 31 dicembre dello stesso anno. In pratica, si aggiungono i decessi che si sono verificati nell’area BCD, e cioè dopo l’80esimo compleanno (donne della generazione considerata morte a 80 anni compiuti nel corso del 1990) e parimenti si aggiungono i saldi migratori corrispondenti (si immagina, per semplicità, che i saldi siano negativi, e cioè che le emigrazioni abbiano superato le immigrazioni). Dunque l’entità 

Pf (BD) si stima come: Pf (CD) + D (BCD) + S (BCD)


Si era però già notato che, in presenza di eventi perturbatori (in questo caso le migrazioni), non è del tutto corretto considerare che tutte le donne viventi in BD siano rimaste per l’intero anno successivo (dall’ottantesimo all’ottantunesimo compleanno) esposte al rischio di morire (nella popolazione in esame). Occorrerà dunque togliere, per ogni donna emigrata, una frazione di anno che, convenzionalmente, si equipara a ½. In conclusione, si dovrebbe porre al denominatore della probabilità di morte la seguente entità:

Pf (CD) + D (BCD) + S (BCD) – ½ S(BCED)

Osservando però questa entità, si vede che, nell’ipotesi di equidistribuzione - all’interno dell’intervallo tra l’ottantesimo e l’ottantunesimo compleanno - degli eventi migratori, si avrà che:

S (BCD) = ½ S(BCED)

Dunque, in concreto, è sufficientemente corretto calcolare la probabilità nel modo che segue:

q80 = D(BCED) /  ( Pf (CD) + D (BCD) (

Una volta ricavata la distribuzione delle probabilità di morte qx è dunque possibile costruire l’intera tavola di mortalità, dopo aver fissato una radice (contingente iniziale alla nascita) convenzionale pari a 10n (usualmente pari a 100.000).


Indicando col simbolo lx la funzione dei sopravviventi (a partire dalla radice pari a 100.000) ai vari compleanni, e con d(x,x+1) il numero dei decessi tra i vari compleanni (si tratta sempre di dati relativi, riferiti alla medesima radice), e indicando con ( l’età estrema entro la quale la generazione si estingue completamente, avremo:

(x d(x,x+1) = l0      (per x = 0, 1, ….., (-1)

qx = d (x,x+1) / lx

Notiamo, a scanso di equivoci, che quest’ultima relazione vale all’interno di una tavola già costruita, mentre non può essere utilizzata per calcolare in concreto, su dati reali, la probabilità di morte.

lx  -  lx+1 = d (x,x+1)

lx+1 = lx  - d (x,x+1)

d (x,x+1) = lx * qx 

Definiamo inoltre la probabilità di sopravvivenza (in un intervallo annuale di età), come complemento a uno della probabilità di morte:

px = 1 - qx  =  1  - d (x,x+1)  / lx  =  ( lx  - d (x,x+1) ( / lx  = lx+1  / lx
Questa relazione può essere generalizzata, per cui la probabilità di sopravvivere dall’età x per ulteriori n anni  (indicata col simbolo  npx ) risulta:

npx  = lx+n  / lx  = px * px+1 * ….. * px+n-1

L’ultima uguaglianza (tralasciamo gran parte dei passaggi che portano, del resto facilmente, a verificare le relazioni via via presentate) porta a indicare che le probabilità di sopravvivenza godono della proprietà moltiplicativa.


Occorre invece precisare che, diversamente da quanto potrebbe sembrare a livello intuitivo, le probabilità di morte non godono della proprietà additiva. In particolare, si avrà
:

2qx  = qx + qx+1 - qx * qx+1
Definiamo adesso gli anni vissuti, identificati col simbolo Lx , come il numero complessivo di anni vissuti, tra i compleanni x e x+1, dagli appartenenti alla generazione che erano arrivati a sopravvivere al compleanno x. Siccome chi non muore tra x e x+1 vive un anno intero, in quell’intervallo di età, mentre chi muore si ammette - per la consueta ipotesi di equidistribuzione degli eventi - che viva mediamente 0,5 anni, la valutazione degli anni vissuti avverrà nel modo seguente:

Lx = lx+1 + ½ d (x,x+1)  = lx+1 + ½  ( lx  -  lx+1 (  =  ½ lx  +  ½ lx+1  =  ( lx + lx+1 (  / 2 


Con riferimento allo schema di Lexis, mentre i sopravviventi ai successivi compleanni lx possono essere rappresentati come flussi orizzontali (linee dei coetanei), gli anni vissuti Lx possono essere considerati, oltre che come ammontare di anni trascorsi in vita tra x e x+1 dagli appartenenti alla generazione, anche come numero di persone conteggiate come viventi al 31 dicembre dell’anno nel quale anno compiuto l’ x esimo compleanno (il loro numero sarà inferiore a lx e superiore a lx+1). 


Questo modo di considerare le entità Lx tornerà utile quando si accennerà alle modalità di effettuare le previsioni demografiche. Occorrerà infatti valutare la probabilità, per i viventi di un’età compiuta al 31 dicembre di un anno, di essere ancora in vita (invecchiati di un anno) al 31 dicembre dell’anno successivo. Tale probabilità (chiamata probabilità prospettiva), che possiamo indicare col simbolo p’x per distinguerla dalla classica probabilità di sopravvivenza tra due compleanni (px) si ottiene dunque come segue:

p’x =  Lx+1 / Lx .


Tornando a considerare la modalità di calcolo di Lx , occorre osservare che, in genere, l’unica classe di età per la quale non è chiaramente ammissibile l’ipotesi di equidistribuzione degli eventi morte è la prima (tra la nascita e il primo compleanno), in quanto la mortalità infantile tende a concentrarsi nelle prime settimane e nei primi mesi di vita. Ipotizzando, ad esempio, che i bambini che muoiono nel primo anno di vita abbiano vissuto, mediamente, solo un decimo di anno, la valutazione di L0 avverrà nel modo seguente:

L0 = l1 + 0,1 * d(0,1)  = l1 + 0,1 * (l0 – l1)  = l1 – 0,1 * l1 + 0,1 * l0  =  0,1 * l0 + 0,9 * l1

All’interno di una tavola di mortalità, si può inoltre definire il tasso specifico di mortalità come rapporto tra i decessi della tavola d(x,x+1) e il numero di anni vissuti Lx nella stessa classe di età (entità che - si è detto - può anche essere considerata come il numero medio di viventi in quell’anno di età):

mx  =  d (x,x+1)  / Lx  = d (x,x+1)  / ( lx + lx+1 (  / 2


Occorre adesso definire una ulteriore distribuzione (che viene indicata col simbolo Tx), quella degli anni complessivamente vissuti tra l’età x e l’età  estrema  ( dai sopravviventi in x. Si tratta cioè di una distribuzione retrocumulata, ricavata dalla distribuzione Lx :

Tx  =  Lx + Lx+1 +  ……. + L(-1

Possiamo facilmente definire, a questo punto, la speranza di vita ex che rappresenta, ad ogni compleanno x, il numero medio di anni che restano da vivere agli appartenenti alla generazione che hanno raggiunto quel compleanno:

ex = Tx / lx

Infatti, al numeratore di quel rapprto abbiamo il numero complessivo di anni che restano da vivere ai membri della coorte conteggiati come ancora viventi in x, e al denominatore abbiamo appunto il numero di quei sopravviventi.


Questa valutazione, effettuata alla nascita (età 0) fornisce la vita media o speranza di vita alla nascita, valore che sintetizza le condizioni di sopravvivenza della generazione considerata:

e0 = T0 / l0
Talvolta, nelle tavole di mortalità è riportata un’ulteriore distribuzione, rappresentata col simbolo (x . Si tratta del valore mediano della distribuzione dei sopravviventi (da x anni in avanti). In sostanza, il valore di (x viene individuato considerando l’ammontare dei sopravviventi in x e andando a vedere l’età alla quale quel contingente risulterà dimezzato. Dunque, il primo valore di quella distribuzione ((0), denominato vita mediana o età mediana alla morte, si ottiene facilmente individuando l’età alla quale, da 100.000 nati, sono ancora in vita 50.000 individui.

2. Le tavole di mortalità ridotte o abbreviate

Le tavole di mortalità che presentano i valori delle diverse distribuzioni per intervalli di età annuali vengono chiamate tavole complete. Spesso capita invece di imbattersi in tavole che sintetizzano le informazioni presentando i risultati solamente per intervalli di età pluriennali (usualmente viene fornito il dettaglio annuale per i bambini fino al primo, o talvolta fino al quinto compleanno, e successivamente si procede per classi quinquennali). Si parla, in questo caso, di tavole di mortalità abbreviate (o ridotte).

Occore sapere che si può essere di fronte a due diverse situazioni. Da un lato, può capitare di voler sintetizzare l’informazione, pur avendo originariamente costruito una tavola completa. In questo caso, sarà molto semplice passare da una tavola completa a una tavola abbreviata, partendo dalla distribuzione dei sopravviventi lx . Infatti, le quantità lx si riferiscono ai compleanni esatti, e poco importa se i valori sono conosciuti o presentati per ogni anno di età o solo per alcuni (i valori comunque non cambiano passando da una rappresentazione dettagliata, in classi annuali, ad una più sintetica in classi quinquennali). Si tratterà, in concreto, di estrarre dalla tavola completa i valori l0 , l1 , l5 , l10 , ……., e quindi di ricavare (per semplice differenza) i decessi tra x e x+a e ancora successivamente le probabilità di morte come rapporti tra i decessi in ciascun intervallo pluriennale e il contingente sopravvivente all’inizio dell’intervallo:

aqx  =  d(x,x+a)  / lx

Il calcolo degli anni vissuti tra x e x+a avverrà con la formula seguente:

Lx,x+a = a * ( lx + lx+a (  /  2


Spesso, però, le tavole abbreviate vengono direttamente costruite come tali, partendo da distribuzioni in classi di età quinquennali dei decessi e della popolazione, per la mancanza di statistiche più dettagliate. In questo caso, vengono preliminarmente calcolati dei tassi specifici di mortalità per età (eventualmente per sesso), e questi tassi vengono poi trasformati in probabilità. Si potrà poi, dalle probabilità di morte relative a intervalli pluriennali di età, fissando la radice della tavola ricavare via via i decessi nei diversi intervalli di età e la relativa distribuzione dei sopravviventi.


Una formula operativa che occorre conoscere (non ci dilunghiamo qui a giustificarla) per costruire una tavola abbreviata, che solitamente si “tronca” ad un’età convenzionale (75, 80, 90 anni a seconda della qualità e del dettaglio dell’informazione relativa ai dati di base), riguarda il calcolo degli anni vissuti nell’ultima classe aperta. Esemplificando con una tavola che viene “chiusa” a 90 anni, si avrà:

L90+  =  l90  / m90+
Gli anni vissuti dai sopravviventi al novantesimo compleanno, a partire da quella data e fino all’estinzione completa della generazione, vengono stimati mediante il rapporto tra il numero dei sopravviventi a 90 anni (tratti dalla tavola che fornisce i valori fino a quel compleanno) e il tasso specifico di mortalità dell’ultima classe aperta, calcolato non nell’ambito della tavola (che deve appunto essere completata) ma utilizzando i dati grezzi, reali, della popolazione in esame: si rapportano cioè tutti i decessi (effettivi) degli ultranovantenni al totale dei viventi (tratti dalla fonte censuaria utilizzata per costruire gli altri tassi specifici) di 90 anni e oltre. 

3. La stima della probabilità di morire entro il primo anno di vita


Un’ultima notazione operativa riguarda la possibilità di stimare la prima probabilità di morte (tra la nascita e il primo compleanno), quando non si dispone di una classificazione dettagliata dei decessi (per età e anno di nascita). Mentre, per le età successive, si calcolano dei tassi specifici rapportando i decessi alla popolazione mediamente vivente in ciascuna classe di età tratta da una fonte censuaria, per la prima classe conviene sfruttare l’informazione (usualmente disponibile) relativa ai nati.


La probabilità di morire nel primo anno di vita in un determinato anno di calendario viene in sostanza stimata rapportando i decessi del primo anno di vita registrati in un anno di calendario (rappresentabili con un quadrato nello schema di Lexis) ad una media ponderata dei nati nello stesso anno e dei nati nell’anno precedente. I pesi da attribuire ai due contingenti di nati variano in funzione del livello di mortalità infantile. Infatti, in epoche o situazioni di alta mortalità infantile, una quota rilevante di coloro che non arrivavano a superare il primo compleanno andavano a morire nell’anno (di calendario) successivo a quello della nascita. In situazioni di bassa mortalità infantile, la stragrande maggioranza dei decessi che si registrano nel primo anno di vita avvengono in realtà nei primi giorni o nelle prime settimane, e dunque assai raramente nell’anno di calendario successivo a quello di nascita.


Indicando con (’ il peso da attribuire ai nati dello stesso anno e con  (’’ il peso da attribuire ai nati dell’anno precedente (rispetto a quello nel quale si conteggiano i decessi), si possono indicare i seguenti valori di riferimento, in funzione del livello di mortalità infantile:

	livello di q0 (per 1000 nati)
	(’ (nati nello stesso anno)
	(’’ (nati nell’anno precedente)

	200
	0.60
	0.40

	150
	0.67
	0.33

	100
	0.75
	0.25

	50
	0.80
	0.20

	25
	0.85
	0.15

	15
	0.95
	0.05



Dunque, la stima della probabilità di morte nel primo anno di vita, conoscendo il totale dei morti in età 0 nell’anno t ( Dt (0,1) ) e il totale dei nati nell’anno t e nell’anno t-1 (rispettivamente Nt e Nt-1 ) viene effettuata con la formula seguente:

 q0  = Dt (0,1)  /  ( Nt *  (’  + Nt-1 *  (’’ (
4. Il concetto di « generazione fittizia » e la tavola di mortalità per contemporanei


Ricordiamo, in chiusura di questi brevi riferimenti relativi alla costruzione e all’impiego delle tavole di mortalità, che usualmente in demografia si utilizzano tavole costruite per contemporanei, anche per la grande difficoltà di arrivare a disporre di dati sufficientemente precisi e dettagliati in un arco di tempo secolare, quale sarebbe necessario considerare per seguire un effettiva generazione dalla nascita all’estinzione completa. La speranza di vita alla nascita, o vita media, calcolata sulla base di una tavola di mortalità riferita ad un anno di calendario non può dunque avere il preciso significato che le si può attribuire quando ci si riferisce ad un’effettiva generazione. Si dirà allora che quel valore rappresenta il numero medio di anni che gli appartenenti ad una ipotetica generazione
 potrebbero aspettarsi di vivere se, nel corso della loro vita, incontrassero, alle varie età, gli stessi rischi di morte ottenuti calcolando quella tavola, che in realtà è ricavata esaminando la situazione di mortalità di innumerevoli generazioni, colte ciascuna per un brevissimo arco della propria storia di vita.

Cap. IV. Riproduttività lorda e riproduttività netta


In demografia, parlare di riproduttività lorda equivale, in sostanza, a parlare di fecondità (sappiamo già che l’intensità della fecondità si può ottenere sommando i tassi specifici di fecondità per età, e cioè calcolando l’indice TFT), tranne che, in questo caso, si cerca di fare un confronto limitato alle nascite femminili, in quanto sono proprio le bambine, nate da una generazione di donne, quelle che – una volta arrivate all’età riproduttiva – daranno, a loro volta, origine a nuove nascite. Dunque, quando si parla di tasso lordo di riproduttività femminile, ci si riferisce ad una misura che ipotizza che la coorte di donne
 interessata sia indenne da mortalità fino al termine dell’età riproduttiva (così come quando si calcola il tasso di fecondità totale TFT, che avevamo infatti definito come numero medio di figli per donna in assenza di mortalità). 


Ipotizziamo, dunque,  che le donne della coorte che ha origine nell’anno j sopravvivano tutte almeno fino a 50 anni (e cioè fino all’anno di calendario j+50) e che si riproducano tra 15 e 50 anni. Considerando solo le loro nascite femminili, si può dire che le bambine nate da quella generazione di madri nasceranno (inizieranno le loro linee di vita) negli anni di calendario compresi tra j+15 e j+50, e si riprodurranno a loro volta a partire dall’anno di calendario j+30 e fino all’anno di calendario j+100 (in quest’ultimo anno, si tratterà di ipotetiche figlie che partoriscono all’età limite di 50 anni, derivanti da madri che avevano, a loro volta, partorito alla medesima età limite). Rispetto al tempo procreativo della generazione delle madri, le figlie, che tecnicamente non costituiscono una “generazione” nel senso comunemente attribuito a questo termine in demografia, esplicano il loro potenziale riproduttivo lungo un arco di tempo molto più esteso.


Se si considera una situazione più concreta,  e si ammette cioè che le madri possano essere affette da mortalità, ciò significa che non tutte giungeranno all’età di 15 anni (inizio dell’età riproduttiva) e tanto meno all’età di 50 anni. Il tasso netto di riproduttività femminile tiene conto del fatto che la fecondità effettiva è inferiore a quella teorica (in assenza di mortalità). Per ottenere questo risultato (fecondità effettiva, tenendo in conto la mortalità delle madri), occorre moltiplicare i singoli tassi specifici di fecondità per dei coefficienti di riduzione ricavati dalla funzione di sopravvivenza della tavola di mortalità (che occorre conoscere) di quella generazione di madri (se i calcoli vengono impostati effettivamente per una generazione di donne). In un’ottica di analisi per  contemporanei, si dovrà comunque effettuare un’analoga operazione utilizzando una tavola di mortalità del momento.


Iniziamo dal presentare la formula che consente di ricavare il tasso lordo di riproduttività femminile R (in assenza di mortalità): 

R = Nf / (Nf + Nm) * (x fx                  (per x = 15, … , 49)


Il rapporto dei sessi alla nascita (M/F) è praticamente costante, pari a circa 105-106 nascite maschili ogni 100 nascite femminili. Il rapporto tra le nascite femminili e le nascite totali (detto tasso di femminilità alla nascita) si può dunque considerare costante (in genere si trascura di calcolarlo di volta in volta con i dati reali), e pari a 0,488 (per un rapporto dei sessi pari a 105) o a 0,485 (per un rapporto pari a 106).


Quindi si può anche scrivere, più semplicemente:

R = 0,485 * TFT

Se invece si considera che la generazione delle madri viene progressivamente decurtata dalla mortalità, per calcolare il tasso netto di riproduttività femminile R0 occorrerà  - come si è già detto - applicare un fattore di riduzione ai singoli tassi specifici di fecondità, ricavato dalla tavola di mortalità della generazione considerata. Si utilizzerà, ogni volta (per ogni classe di età), la probabilità (inferiore all’unità) di sopravvivere dalla nascita fino alla metà dell’intervallo di età (x, x+1), espressa da:

x+0,5p0 = ½ (lx + lx+1) /  l0 = Lx / l0
La distribuzione dei prodotti ( fx * Lx / l0 ) è chiamata funzione netta di maternità.

Si avrà dunque, prendendo un tasso di femminilità pari a 0,485:

R0 = 0,485 * (x fx * Lx / l0              (per x = 15, … , 49)


E’ bene chiarire che, quando si debba calcolare il valore di R0 operando per classi quinquennali di età, la formula si modifica nel modo seguente:

R0 = 0,485 * 5 * (x  fx * Lx,x+4 / 5*l0

E’ infine utile aggiungere che il valore del tasso netto di riproduttività femminile può essere ricavato anche usando una formula semplificata, quando si può ammettere (come avviene in situazioni normali, sia di alta che di bassa mortalità) che l’andamento della funzione di sopravvivenza è lineare nelle età riproduttive (all’incirca tra i 15 e i 45 anni di età). Sotto questa ipotesi, vale la relazione seguente:

R0 = R * la’ / l0
dove la’ rappresenta la sopravvivenza della generazione delle madri all’età media al parto. Quest’ultima è calcolata  in assenza di mortalità, e cioè come media ponderata delle età (da 15,5 a 49,5), con pesi pari ai tassi specifici di fecondità per età.


Il significato del tasso netto di riproduzione femminile
 è, in sostanza, quello di un indicatore che dovrebbe permettere di prevedere – se le condizioni di fecondità e di mortalità di una popolazione si mantengono costanti col passare delle generazioni – se la popolazione è destinata ad aumentare (R0 > 1, e dunque generazioni di figlie più numerose delle corrispondenti generazioni di madri) o diminuire (in caso contrario, se cioè R0 risulta minore di 1).


Bisogna però dire che, in epoche storiche caratterizzate da un costante e sensibile declino sia della fecondità che della mortalità, può succedere (è il caso della Francia lungo quasi tutto il corso del XIX secolo) che il tasso netto di riproduttività femminile R0 si mantenga anche per lunghi periodi inferiore a 1, senza tuttavia che la popolazione decresca. Ciò è possibile, se le generazioni di figlie recuperano, in termini di maggiore sopravvivenza fino all’inizio o, ancora più importante, fino al termine dell’età feconda, lo svantaggio numerico riscontrato alla nascita, rispetto alla generazione delle loro madri. Può succedere, per fare un esempio numerico, che il valore di R0 (confronto effettuato alla nascita) sia uguale a 0.900 (da 1000 madri sono nate, tenendo conto anche della loro mortalità, solo 900 bambine), ma che, andando a contare il numero di figlie e di madri all’età di 15 anni, si trovi un rapporto superiore a 1 (contando per esempio 1050 figlie quindicenni rispetto a 1000 madri sempre quindicenni), perché la mortalità delle figlie tra 0 e 15 anni è stata di molto inferiore alla mortalità delle madri nello stesso intervallo di età, permettendo un tale recupero.


Si usa allora calcolare un tasso di riproduttività all’età x ( in genere ci si riferisce ai 15 oppure ai 50 anni), ottenuto moltiplicando il tasso netto di riproduttività femminile alla nascita per il rapporto tra la sopravvivenza delle figlie (l’x) e quella della madri (lx) fino all’età x:

Rx = R0 *  l’x  /  lx    

Con riferimento a questa formula, occorre dire che, mentre il valore di lx può essere agevolmente tratto dalla tavola di sopravvivenza della generazione di madri, l’x rappresenta una stima - un po’ laboriosa da ottenere - della sopravvivenza della “generazione” delle figlie (che in realtà costituiscono quote differenti di circa 35 generazioni nate tra 15 e 50 anni dopo la nascita delle loro madri).

Tornando al tasso netto di riproduttività calcolato alla nascita (R0), si può osservare che, con riferimento alla formula (Pt = P0 * ert) che consente di calcolare l’ammontare di una popolazione all’istante t conoscendone l’ammontare in un istante precedente 0 e il tasso medio annuo di crescita, se si considera che t può rappresentare l’intervallo medio tra due generazioni (e cioè l’età media al parto effettiva, calcolata in presenza di mortalità), P0 può rappresentare la generazione delle madri e Pt la “generazione” delle figlie. Si può in sostanza scrivere (ponendo Pt / P0) = R0):

R0 = era   (indicando col simbolo a l’età media al parto in presenza di mortalità)

Dunque:

r = ln  R0 / a


Questa formula ci dice che, ammettendo una costanza nel tempo, e dunque da coorte a coorte, delle funzioni di fecondità e di sopravvivenza, è possibile determinare la crescita potenziale di una popolazione (il suo tasso d’incremento r) conoscendo il tasso netto di riproduzione femminile (che si può calcolare conoscendo, a sua volta, la  funzione di sopravvivenza e l’intensità della fecondità) ed inoltre la cadenza della fecondità (età media al parto).


Più in generale, anche se si ammette che fecondità e mortalità possano variare (e di conseguenza potrà variare il tasso di crescita della popolazione), questa formula aiuta a capire quali relazioni vi sono tra la velocità di crescita di una popolazione e le sue componenti (fecondità e sopravvivenza). Ad esempio, si può dire che, a parità di durata media della vita e di intensità della fecondità (fattori inglobati nel livello di R0), una popolazione crescerà tanto più lentamente quanto più elevata è l’età media al parto (in sostanza, aumentando a diminuisce r), e viceversa. 

Cap. V  Le distorsioni delle misure sintetiche del momento (intensità calcolata per contemporanei) derivanti dalle variazioni di cadenza e i modelli di traslazione

1. La relazione generale che lega la somma degli eventi ridotti del momento all’intensità e alla cadenza delle generazioni

Quando si calcola un indice sintetico (come una somma di tassi di seconda categoria) con riferimento, anziché ad una specifica coorte, ad un anno di calendario, si utilizzano dati che si riferiscono a numerose coorti diverse, considerate ciascuna in un segmento particolare della propria vita. Se si prende come esempio concreto la fecondità (prescindendo dall’ordine di nascita), quando si sommano - in un certo anno di calendario j - i tassi specifici di fecondità per le donne di età compresa tra i 15 e i 49 anni, si ottiene un valore che mette insieme, con “peso” diverso, l’esperienza di circa 35 diverse coorti che, in quell’anno, si trovano in una certa fase (iniziale, centrale, finale) della loro vita riproduttiva. I tassi specifici che vanno a contribuire al risultato complessivo, e cioè la cui somma fornisce l’intensità trasversale, o per contemporanei, o del momento (nel caso della fecondità, il TFT del momento) sono, ciascuno, in qualche misura funzione dell’intensità finale (complessiva) e della cadenza della fecondità della coorte cui ogni tasso si riferisce. 

Dunque, la somma trasversale dei tassi specifici, che genericamente possiamo indicare col simbolo T’j , è funzione non solo dell’intensità (genericamente indicata con T , ma variabile da coorte a coorte) di tutte le coorti che generano eventi in quell’anno j ma anche della loro cadenza. In sostanza, il contributo di ciascuna delle coorti che generano eventi nell’anno j è dato dalla quota-parte di intensità finale che si realizza in quell’anno di calendario (e dunque a quell’età). Questa quota-parte dipende, a sua volta, sia dall’intensità che dalla cadenza che caratterizza la storia (feconda) di ciascuna coorte.


Gli appunti che seguono presentano, in forma  il più possibile semplificata, una formalizzazione di quanto, in sintesi, è stato anticipato nel capoverso precedente.


Indichiamo con:

tx,j   : i tassi specifici (ad esempio di fecondità) calcolati nell’anno j  alla durata
 x;

T’j   =  (x tx,j   : la somma trasversale, per contemporanei, dei tassi specifici per età (o durata) nell’anno di calendario j
Tj  =   (x tx,j+x   :  la somma (longitudinale) dei tassi specifici per età della coorte che ha origine in j  

Indichiamo, inoltre, con la lettera ( la quota relativa di intensità che si esplica, all’interno della coorte che ha origine in j, alla durata x e dunque nell’anno j+x):

(x,j  =  tx, j+x  / Tj

Analogamente, con riferimento ad un anno di calendario (in analisi trasversale), definiamo l’entità seguente (quota-parte dell’intensità del momento che si esplica alla durata x nell’anno j):

(’x,j = tx,j / T’j

Sarà, ovviamente:

tx,j+x =  (x,j * Tj
tx,j  =  (’x,j * T’j

Essendo (sia gli ( che gli (’) valori percentuali rispetto al totale, le loro sommatorie rispetto ad x (per x = 0, 1, …, m) saranno = 1:

(x (x,j  =  1

(x (’x,j  =  1


Riconsideriamo adesso la somma trasversale dei tassi specifici nell’anno di calendario j:

T’j  =   (x tx,j  =  t0,j + t1,j + ….. + tx,j + ….. + tm,j                 (per x che varia tra 0 e m)


Se moltiplichiamo e dividiamo ciascun termine per l’intensità finale della coorte che raggiunge, in quell'anno j, l'età (o durata) 0, 1, .…, x, … m,  si ottiene:

T’j  = (t0,j / Tj) * Tj + (t1,j / Tj-1) * Tj-1 + ….. + (tx,j / Tj-x) * Tj-x  + ….. + (tm,j / Tj-m) * Tj-m
e cioè:

T’j  =  (0,j  * Tj + (1,j-1  * Tj-1 + ……. +  (x,j-x  * Tj-x + ….. +  (m,j-m  * Tj-m
In forma più sintetica, si può dunque scrivere:

[1]    T’j  =  (x (x,j-x * Tj-x       (con x che varia tra 0 ed m)


E’ importante osservare che la distribuzione degli indicatori ( che figurano in questa formula è una distribuzione di indicatori di cadenza riferiti ciascuno ad una effettiva (ma differente) coorte, collocati tuttavia in trasversale (cioè in verticale nello schema di Lexis) nello stesso anno di calendario j.


Dunque, la somma trasversale dei tassi specifici T’j è funzione non solo dell’intensità (Tj-x) delle coorti che generano eventi in quell’anno j, ma anche della loro cadenza ((x,j-x).  In sostanza, il contributo di ciascuna delle coorti che generano eventi nell’anno j è dato dalla quota-parte di intensità finale che si realizza in quell’anno di calendario (e dunque a quella età o durata). Questa quota-parte dipende ovviamente, a sua volta, sia dall’intensità che dalla cadenza che caratterizza la storia (feconda) di ciascuna coorte.


Si potrebbe dimostrare che, se la cadenza si mantiene costante da coorte a coorte, si verifica la seguente uguaglianza:

(x (x,j-x  =  1

Si badi bene che gli ( in questione (il riferimento è alla formula [1]) non appartengono alla stessa coorte, e quindi non è affatto scontato che la loro somma sia uguale ad 1, come invece avviene necessariamente per gli indicatori ( all’interno di una coorte. In questo caso, non si tratta di valori percentuali calcolati sullo stesso totale. Tra l’altro, non sempre è vero il reciproco: si possono avere casi in cui si trova che quella sommatoria dà come risultato l’unità, anche se si registrano – da coorte a coorte – variazioni di cadenza. 
In ogni caso, se assumiamo l’ipotesi semplificatrice di intensità costante (che non varia da coorte a coorte), mentre ammettiamo le variazioni di cadenza da coorte a coorte, la relazione generale si modifica come segue:

T’j  =  (x (x,j-x * Tj-x  =  T *  (x (x,j-x    [1 bis]    

Così, si capisce meglio che le eventuali differenze tra T e T’ (e cioè tra intensità effettiva delle coorti e intensità trasversale, o del momento) dipendono proprio dal valore della sommatoria  (x (x,j-x.


Dire che la cadenza è costante vuol dire, in sostanza, che, a qualsiasi età o durata x, la proporzione di eventi ridotti ( ad esempio nascite ridotte, ovvero tassi specifici di fecondità) prodotti in ciascuna coorte è la stessa, indipendentemente dal numero complessivo di eventi ridotti prodotti in complesso da ogni coorte
. In altre parole, se la cadenza è costante da coorte a coorte, anche se l’intensità varia, si avrà sempre (per qualsiasi età o durata x):

(x,j =  ……   =   (x,j-x

Dunque si può dire che si possono “proiettare” gli (x,j-x della coorte generica j-x (e di tutte le altre) sull’asse verticale. Siccome la somma (per x che varia da 0 a m) degli (x di ogni coorte è = 1 (per definizione), in quel caso (se si proiettano gli (x sull’asse verticale) anche la somma “verticale” (del momento) degli (x,j-x sarà uguale a 1.


Si può anche dimostrare che  quando la sommatoria trasversale, nell’anno j, degli (x,j-x (dove, ricordiamolo, il secondo pedice rappresenta l’anno di origine di ciascuna delle coorti che producono eventi nell’anno j) è inferiore a 1 ciò significa che siamo in presenza di un ritardo della cadenza (nel caso della fecondità, ad esempio, vuol dire che l’età media al parto sta aumentando, da coorte a coorte), e il contrario avviene quando quella sommatoria risulta maggiore di 1:

 (x (x,j-x  < 1    ( ritardo della cadenza

(x (x,j-x  > 1    ( anticipo della cadenza

Si capisce quindi che nel primo caso (ritardo) l’intensità del momento sarà inferiore all’intensità misurata all’interno delle coorti (si avrà cioè una sottostima), mentre una situazione opposta si avrà nel caso di un anticipo della cadenza. Come esempio, riferito alle tendenze della fecondità in Italia nella seconda metà del XX secolo, si può vedere il grafico (allegato 2) che riporta i valori del TFT delle coorti e dei contemporanei (per questi ultimi, dal 1948 al 1990).


Verifichiamo, infine, come si può esprimere l’indicatore generico della “cadenza fittizia” - (’x,j – in funzione dell’intensità e della cadenza delle coorti.

Questo indicatore generico della “cadenza fittizia” è già stato definito come:

(’x,j = tx,j / T’j
D’altra parte, sappiamo che:

tx,j+x =  (x,j * Tj
e dunque, spostandoci indietro sull’asse dei tempi di x anni:

tx,j =  (x,j-x * Tj-x
Abbiamo anche dimostrato che:

T’j  =  (x (x,j-x * Tj-x
Sostituendo rispettivamente la penultima e l’ultima espressione al numeratore e al denominatore della:  (’x,j = tx,j / T’j
Otteniamo:

 [2]     (’x,j  =  (x,j-x * Tj-x  /  (x (x,j-x * Tj-x
L’indicatore generico della “cadenza fittizia” (’x,j all’età x nell’anno j dipende, quindi, se si considera il numeratore, dalla cadenza e dall’intensità della coorte che genera eventi in età x nell’anno j. Considerando però anche il denominatore, si vede che ogni (’ è influenzato anche dalla cadenza e dall’intensità di tutte le coorti in giuoco nell’anno j (il denominatore della [2] è, infatti, T’j).

2. I modelli di traslazione di Ryder
Ritorniamo adesso alla relazione  generale [1]    T’j  =  (x (x,j-x * Tj-x       

Partendo da questa relazione, il demografo N. Ryder ha formulato alcuni modelli, detti di traslazione, che permettono di precisare le relazioni tra variazioni di intensità e di cadenza delle coorti e somme di eventi ridotti (tassi specifici di seconda categoria) del momento, assumendo di volta in volta ipotesi di costanza o di variazione lineare dell’intensità e/o della cadenza delle coorti. 

Anticipiamo qui i risultati più interessanti di questi modelli, che sono espressi dalle due relazioni che seguono (di queste relazioni sarà poi fornita una dimostrazione analitica):

(  T’j  =  Tj-(      

con ( che rappresenta l’età media al parto, o più in generale il valor medio di cadenza.
Questa relazione vale nell’ipotesi di intensità che varia linearmente da coorte a coorte e di cadenza costante, e ci dice che l’intensità  del momento corrisponde, sotto queste ipotesi, all’intensità della coorte formatasi nell’anno (j-(), e cioè un numero di anni prima pari alla durata media del processo.

Ad esempio, se nell’anno 1990, come misura trasversale, si ottiene per la popolazione italiana un valore del TFT pari a 1,3 , sotto le ipotesi appena enunciate (e ammettendo per semplicità che l’età media al parto sia esattamente pari a 30 anni) si può attribuire quel livello di fecondità alla coorte nata nel 1960 (trent’anni prima del 1990).

Dal punto di vista operativo, la relazione ci dice che ogni eventuale confronto tra misure (intensità finali) di coorte e indici sintetici del momento (intensità trasversali o fittizie) va fatto rispettando uno sfasamento (decalage) temporale pari a ( (valor medio di cadenza).

La seconda relazione, di seguito indicata, è esattamente verificata se si assume l’ipotesi di intensità costante e di cadenza che varia linearmente da coorte a coorte.

      (  T’= T * (1 - (’)  

Con riferimento alla fecondità,  (’ rappresenta la derivata prima della funzione lineare “età media al parto”, e dunque la pendenza di una retta, pendenza che sarà positiva in caso di  incremento lineare dell’età media al parto da coorte a coorte, e negativa in caso di decremento lineare.


Questa relazione ci fa capire il segno della distorsione che si ottiene sommando gli eventi ridotti in un anno di calendario, se ci sono variazioni di cadenza. Con l’ipotesi semplificatrice della costanza nel tempo (da coorte a coorte) dell’intensità T, anche il valore di T’ è costante (ma diverso da T), perché il fattore tra parentesi è costante. Infatti, se la variazione della cadenza ha andamento lineare, la derivata – che geometricamente rappresenta la pendenza della retta – sarà costante (positiva o negativa). In caso di anticipo di cadenza, la pendenza sarà negativa, e dunque il fattore entro parentesi sarà maggiore di 1, e si avrà una sovrastima (T’ > T). L’opposto avverrà nel caso di ritardo della cadenza (aumento del valor medio di cadenza da coorte a coorte). Quest’ultimo caso si è verificato, per quanto riguarda sia la fecondità che la nuzialità, in Italia negli anni recenti (aumento dell’età al matrimonio e dell’età media al parto). E’ così successo che il valore del TFT calcolato per contemporanei rappresenta oggi, in realtà, una sottostima del reale valore dell’intensità della fecondità delle generazioni che attualmente sono implicate nel processo riproduttivo.

Infatti, la relazione sopra indicata è sostanzialmente valida anche se le ipotesi enunciate sono verificate solo in modo approssimato. Quanto meno, la relazione indica il segno della distorsione, in condizioni di ritardo o, viceversa, di anticipo della cadenza.


In realtà, le possibili combinazioni di intensità e cadenza delle coorti – intensità e cadenza che possono essere rispettivamente costanti o variabili linearmente - sono quattro. Oltre alle due situazioni rappresentate dalle  formule già citate, si avranno dunque: il caso di intensità e cadenza ambedue costanti, e il caso di intensità e cadenza ambedue variabili linearmente.


Vediamo, ora, una sia pur parziale formalizzazione dei modelli di traslazione. In sostanza, si ipotizza che, se l’intensità e/o la cadenza variano, da coorte a coorte, le variazioni debbano comunque essere lineari, e cioè:

Tj = a0 + b0 *j

Tj+i = a0 + b0 * (j+i)

αx,j = cx + dx * j 

αx,j+i = cx + dx *  (j+i)

Ripetiamo quindi che, mantenendo di volta in volta costanti, o facendo variare linearmente, intensità e/o cadenza (da coorte a coorte), potremo ottenere quattro distinte situazioni:

1) cadenza e intensità costanti

2) cadenza costante e intensità variabile linearmente

3) intensità costante e cadenza variabile linearmente

4) cadenza e intensità entrambe variabili linearmente

Prima di sviluppare, dal punto di vista formale, i quattro casi sopra indicati (tralasceremo comunque la dimostrazione del quarto caso), conviene richiamare alcune definizioni statistiche, relativamente alle distribuzioni (della cadenza, in funzione dell’età x, e dell’intensità delle varie coorti, in funzione dell’anno j di origine) sulle quali operiamo.

La cadenza della coorte che ha origine nell’anno j può essere considerata una distribuzione statistica  { αx,j }, con x = 0, 1,  …. , m.

Ad ogni età o durata x, infatti, corrisponde una frequenza (relativa) di eventi  αx .

Richiamiamo ora il concetto di momento di ordine r: il momento di ordine r (dall’origine 0) di una distribuzione statistica di valori xi con frequenze ni è definito come una media ponderata di potenze di ordine r dei valori xi  , dove i pesi sono le frequenze ni :

μr = [ Σ (xi – 0)r * ni ]  /  Σ ni  =  Σ xi r * ni  /   Σ ni  
Nel nostro caso, il momento di ordine r della distribuzione degli αx (frequenze dei valori x), per la coorte che ha origine in j, sarà:

μr (j) = Σx xr * αx,j  /  (x (x,j =  Σx xr * αx,j     (con x = 0, 1, …., m)

(in quanto (x (x,j = 1, trattandosi della distribuzione degli ax di una coorte)

A questo punto, ricordiamo che abbiamo fatto l’ipotesi di variazione lineare della cadenza:

αx,j = cx + dx * j

quindi:

μr (j) =  Σx xr * αx,j    =   Σx xr * [cx + dx * j ]  =  [Σx xr * cx ] +  [Σx xr * dx ] * j

In particolare, avremo che:

(1)  μ0 (j) =    Σx x0 * αx,j =  (x (x,j = 1

(perché gli   ( sono i valori percentuali, alle diverse età o durate x, dell’intensità totale della coorte)

(2)  μ1 (j) =  Σx x * αx,j =    μ

In sostanza, indichiamo semplicemente con  μ il valor medio della cadenza (sarebbe la consueta media aritmetica ponderata, ma il denominatore  (x (x,j = 1)

Ma, in caso di variazione lineare della cadenza, si avrà:

μ =  Σx x * αx,j =  Σx x * [cx + dx * j ]  

(3)  μ2 (j) :  il momento del secondo ordine è una media aritmetica ponderata dei quadrati, e cioè il quadrato della media quadratica, dunque, in caso di variazione lineare:

μ2 (j) =  Σx x2 * αx,j =  Σx x2 * [cx + dx * j ]  =  [Σx x2 * cx ] +  [Σx x2 * dx ] * j

(4)  infine, ricordiamo che la varianza della distribuzione degli  αx,j è uguale alla differenza tra il momento di 2° ordine (media dei quadrati) e il quadrato del momento di 1° ordine, cioè alla differenza tra il quadrato della media quadratica e il quadrato della media aritmetica, e dunque si potrà esprimere nel modo  seguente:

σ2 = v (j) =  μ2 (j)  -  μ12 (j)

A questo punto, occorre considerare anche la distribuzione Tj (e cioè la distribuzione dei valori dell’intensità finale delle coorti al variare dell’anno di origine delle medesime).  Consideriamo, in particolare:

(a) la derivata prima di  T rispetto a j (in caso di variazione lineare di T):

d Tj / dj = d [ a0 + b0 * j ]  / dj  =  b0  (coefficiente angolare della retta)

Consideriamo inoltre  le derivate dei momenti di ordine 0 e di ordine 1:

(b)  d  μ0 (j) / dj  =  d   Σx x0 * αx,j  /  dj  =  d   Σx  * αx,j  /  dj  =  d  Σx   [cx + dx * j ] / dj  =   Σx dx
Ricordiamo però che  μ0 (j) =  Σx  αx,j  =  1  , quindi la sua derivata è  =  0

Dunque:        

d  μ0 (j) / dj  (che scriviamo per brevità μ’0 ) =   Σx dx  =  0

(c)  d  μ1 (j) / dj  =  μ’1 =  d     Σx x * αx,j  /  dj  =  d   Σx  x * [cx + dx * j ] / dj  =  Σx x * dx
Infine, ricordiamo che la derivata della varianza si può esprimere nel modo seguente:

d  v (j)  /dj  =  v’ (j)  =  d  [μ2 (j)  -  μ12 (j) ]  / dj =  μ’2  -  2 * μ’1 * μ1 (j)

A questo punto (dopo questi brevi richiami statistici), possiamo facilmente vedere come, partendo dalla relazione generale che esprime l’intensità del momento in funzione dell’intensità e della cadenza delle coorti, si può, introducendo le ipotesi di costanza o di variazione lineare dell’intensità e/o della cadenza, ricavare le quattro formule che sintetizzano i “modelli di traslazione” di Ryder:

I  - INTENSITA’  E CADENZA COSTANTI

Tj  =  Tj+1 =  ……  =  Tj+i =  T

αx,j  =  αx,j+1 = ……  =   αx,j+i  = αx
Dalla relazione generale   [1]    T’j  =  (x (x,j-x * Tj-x       

Otteniamo evidentemente, con le ipotesi sopra indicate:

    T’j  =  (x (x * T  =  T  *  (x (x
Ma sappiamo che, se la cadenza è costante:     (x (x =1

(NB: in questo caso, quella somma è = 1 solo per l’ipotesi di cadenza costante, in quanto si tratta di una somma di entità appartenenti ciascuna ad una diversa coorte, e non della somma di tutti i termini di una distribuzione { (x } ricavata all’interno di una stessa coorte)
dunque:

T’j  =  T

La somma degli eventi ridotti del momento fornisce una misura corretta dell’intensità (costante) delle coorti. Come esempio, ci si può riferire al concetto di popolazione stabile. In una popolazione stabile, una delle ipotesi consiste infatti nell’ammettere la costanza nel tempo della fecondità, sia in termini di intensità che in termini di cadenza.

II – CADENZA COSTANTE E INTENSITA’ VARIABILE LINEARMENTE

αx,j  =  αx,j+1 = ……  =   αx,j+i  = αx
Tj = a0 + b0 *j

Tj+i = a0 + b0 * (j+i)

Partiamo dalla relazione generale:

T’j  =  (x (x,j-x * Tj-x       

Se ci spostiamo in avanti nel tempo di i anni, sarà:

T’j+i  =  (x (x,j+i-x * Tj+i-x
Se la cadenza è costante, mentre l’intensità varia linearmente da coorte a coorte, avremo:

 T’j+i  =  (x (x  * [a0 + b0 * (j+i-x) ]  =  a0 *  (x (x  +  b0 * ( j *  (x (x  + i * (x (x  - (x x *(x )

Ma:

(x (x = 1

perché la cadenza è costante (vedi quanto già detto al punto precedente);

inoltre:

(x x *(x
è il momento del 1° ordine  μ1 , cioè rappresenta la durata media del processo (è una media ponderata degli x), per ipotesi costante.

Dunque:

T’j+i  =  a0 +  b0 * (j  +  i  - μ1)  =  Tj+i-μ1
Sarà dunque, per i = 0:

T’j  =  Tj-μ1
E per i = μ1
T’j+μ1  =  Tj
Dunque, con le ipotesi assunte (cadenza costante e intensità variabile linearmente), la somma degli eventi ridotti in un anno j di calendario (intensità fittizia, del momento) corrisponde all’intensità della coorte formatasi nell’anno (j - μ1), cioè un numero di anni prima pari alla durata media del processo. Ad esempio, considerando la fecondità, ciò significa riferire il tasso di fecondità totale del momento alle coorti nate all’incirca una trentina di anni prima dell’anno di calendario considerato. Implicitamente, di questa relazione si tiene conto ogni volta che si devono confrontare dati seriali riferiti a generazioni con dati seriali trasversali: in questi casi, si opera infatti uno sfasamento temporale di ampiezza all’incirca pari al valor medio di cadenza.

III – INTENSITA’ COSTANTE E CADENZA VARIABILE LINEARMENTE

Tj  =  Tj+1 =  ……  =  Tj+i =  T

αx,j = cx + dx * j 

αx,j+i = cx + dx *  (j+i)

T’j+i  =  (x (x,j+i-x * Tj+i-x = T  *  Σx  [cx + dx * (j + i – x) ]  = T  *  Σx  [cx + dx *j +  dx * i  – x * dx ] =

=  T * [Σx  (cx + dx * j) + i * Σx dx - Σx x * dx ]

ma: 

1)  Σx  (cx + dx * j) =  (x (x = 1

N.B.: in questo caso (diversamente dai due modelli precedenti), si può dire che la somma degli (x è = 1 perché si tratta degli α della coorte che ha origine in j (la cadenza è variabile, e quindi se fosse una somma trasversale di α non si avrebbe in genere, come risultato, il valore 1).

2) Σx  dx  è (si è visto nelle pagine precedenti) la derivata prima del momento di ordine 0 (della distribuzione degli α). Infatti:

μ0 (j) =    Σx x0 * αx,j =  (x (x,j  =  (x (cx + dx * j)

μ’0 =  Σx dx  

ma   μ0 (j)  =  (x (x,j  =  1 (è la somma degli α di una generazione)

quindi la derivata prima (di una costante) è = 0

μ’0 =  0

dunque 

Σx dx  =  μ’0 =  0

3)   Infine :

(x x * dx = μ’1  (derivata del momento di ordine 1, cioè derivata del valore medio di cadenza, nell’ipotesi che la cadenza sia funzione lineare del tempo)

Infatti (si era già visto):

μ1  =  Σx x * αx,j =  Σx x * [cx + dx * j ]  =  Σx x * cx  + Σx x *  dx * j   

quindi:

μ’1 =  (x x * dx
In conclusione, otteniamo:

T’j+i  =  T (1 - μ’1)

o anche

T’j  =  T (1 - μ’1)

o addirittura:

T’  =  T (1 - μ’1)

Infatti, se la cadenza  (μ1) varia linearmente, la derivata prima (μ’1) è costante. Dunque il fattore tra parentesi (1 - μ’1) è costante, e quindi, essendo costante T (intensità delle generazioni), è costante anche l’intensità fittizia (del momento), sia pure ad un livello diverso rispetto al valore di T.

T e T’ si troveranno a coincidere se, oltre a ipotizzare la costanza nel tempo di T, si ammette anche la costanza di  μ1 . In quel caso,  μ’1 =  0 e dunque il fattore tra parentesi si riduce all’unità.


Ovviamente, è bene notare subito che le ipotesi di Ryder sono alquanto schematiche e poco realistiche, almeno per quanto riguarda il loro realizzarsi in maniera rigorosa nel medio-lungo periodo.


E’ difficile pensare, ad esempio, che in una popolazione si mantenga costante, a tempo indefinito,  il numero medio di figli per donna e si modifichi invece (in aumento o in diminuzione) l’età media al parto. Questo, se non altro, perché la fecondità si esplica entro limiti di età biologicamente definiti.

Il risultato di questo terzo modello è comunque molto interessante, perché ci fa capire il segno della distorsione che si ottiene sommando gli eventi ridotti in un anno di calendario.

a) Se si riduce (anticipo del processo) il valor medio di cadenza (μ1) si avrà che μ’1 < 0 . Allora il fattore (1 - μ’1) > 1 , e quindi T’ > T . Si avrà quindi in questo caso una sovrastima, misurando l’intensità in trasversale.

b) Se si allunga la cadenza (ritardo del processo), se cioè il valor medio di cadenza (μ1) aumenta, si avrà che la derivata prima  μ’1 > 0.  In questo caso il fattore  (1 - μ’1) < 1 , e dunque T’ < T . Si ha allora una sottostima dell’intensità reale delle coorti.

A questo punto, si può tornare alla  [1 bis]   di pagina 27:  T’j  =  T *  (x (x,j-x    (ricavata dalla relazione generale [1]  nell’ipotesi di intensità costante e cadenza comunque variabile). Avendo ora assodato (sia pure con l’ipotesi semplificatrice di variazione lineare della cadenza) che, quando la cadenza anticipa,  T’  >  T  (e viceversa se la cadenza ritarda), si può ora essere sicuri che, più in generale (anche con variazioni non lineari), si ha che (x (x,j-x    > 1  (T’  >  T ) in caso di anticipo e   (x (x,j-x    < 1  (T’  <  T ) in caso di ritardo di cadenza.
IV – INTENSITA’ E CADENZA VARIABILI LINEARMENTE

Del quarto modello di Ryder, che assume la contemporanea variazione lineare dell’intensità e della cadenza delle coorti, ci limitiamo a dare il risultato finale, senza trascrivere tutta la dimostrazione.

In sostanza, si parte dalla solita relazione generale:

T’j+i  =  (x (x,j+i-x * Tj+i-x
Con una serie di sostituzioni e di passaggi, arriviamo alla relazione seguente:

T’j+μ1(j) = Tj  * (1 - μ’1) + b0 v’ (j)

Ricordiamo che v’ (j)  (derivata prima della varianza) si può esprimere come:

μ’2  -  2 * μ’1 * μ1 (j)

mentre b0 è la derivata prima di T rispetto a j ; 

infatti: 

Tj = a0 + b0 *j

d Tj / dj = d [ a0 + b0 * j ]  / dj  =  b0
Ponendo: 

[d Tj / dj]  /  Tj   =   k   (k dunque misura la variazione relativa dell’intensità da coorte a coorte)

si può sostituire a    b0  =  d Tj / dj  =  il prodotto:    k * Tj
quindi: 

T’j+μ1(j) = Tj  * (1 - μ’1) + k * Tj * v’ (j) 

e infine:

T’j+μ1(j) =  Tj  * [1 - μ’1 + k *  v’ (j)]

Si vede così che quando variano linearmente sia l’intensità che la cadenza delle coorti, la somma degli eventi ridotti del momento - in un qualsiasi anno di calendario - corrisponde all’intensità della coorte formatasi  μ1 anni prima, corretta per un fattore che tiene conto delle variazioni subite sia dalla cadenza delle coorti – in termini di valore medio (μ’1) e di varianza (v’(j)) – sia dall’intensità delle medesime coorti (k =  d Tj / dj ).

3. Una semplice procedura per eliminare l’ “effetto cadenza” nella somma degli eventi ridotti del momento (deperiodizzazione dei tassi totali del momento)

Sappiamo che, in generale (se la cadenza delle generazioni non è costante):

(x (x,j-x   ≠  1

Ricordiamo che, partendo dalla relazione generale [1] e facendo l’ipotesi di intensità costante da coorte a coorte, si può vedere immediatamente come il fattore (x (x,j-x  sia, in effetti, quello che determina la distorsione della somma degli eventi ridotti del momento:

T’j  =  T * (x (x,j-x   

Tanto più la sommatoria è diversa da 1, tanto maggiore è la distorsione (sovra- o sotto-stima). Se si riesce a eliminare questa distorsione, la somma degli eventi ridotti del momento darà una buona stima dell’intensità delle generazioni (ovviamente, come si è visto, il confronto va fatto con la generazione che ha origine un numero di anni prima pari alla durata media del processo).

Considerando ancora la relazione generale:

[1]    T’j  =  (x (x,j-x * Tj-x
 si può cercare allora di scomporre il valore di  T’j , “isolando” la componente cadenza da un lato e la componente intensità dall’altro
.

Se si indica con dj la somma trasversale degli α ((x (x,j-x ), si può dire che:

T’j  =  dj *  T’’j
Dove T’’j è un’entità non conosciuta che rappresenta la componente intensità riferita (genericamente) all’insieme delle coorti che generano eventi nell’anno j. E’ dunque bene sottolineare che T’’j è ancora un indice del momento, ma esprime solo la componente intensità. Il suo valore, dal punto di vista operativo, si potrà ricavare dividendo la somma degli eventi ridotti del momento  calcolata nell’anno j (T’j) per la componente che rappresenta le variazioni di cadenza (dj =  (x (x,j-x):

T’’j = T’j  /  dj
Con una serie di passaggi e di sostituzioni (che qui tralasciamo), si può verificare la seguente relazione:

T’’j =  (x (’x,j-x   /   (x ((’x,j-x  / Tj-x )

Il valore dell’intensità del momento, depurata dall’effetto cadenza, risulta dunque una particolare media
 dei valori di intensità T delle coorti, con pesi pari agli (’ del momento (vedi la loro definizione all’inizio del capitolo).

Al di là della struttura (dal punto di vista statistico) dell’indice T’’j , da un punto di vista operativo il calcolo del coefficiente di correzione  (dj =  (x (x,j-x) che deve essere usato per correggere T’j è molto oneroso, anche se non difficile.

Infatti, per calcolare gli α (e quindi la loro sommatoria dj ) di un certo intervallo di anni di calendario (j, j+i), per un processo (ad esempio la fecondità per età della donna) che si svolge entro i limiti temporali  a e b  (esempio 15-50 anni), occorre ricostruire integralmente il processo per le generazioni (calcolare cioè gli eventi ridotti e sommarli) la cui origine (anno di calendario) sta tra j – b (cioè j – 50) e j +i-a (se l’intervallo di anni di calendario che si considera è ad esempio 10, sarà j+10-15, cioè j-5). In sostanza, per depurare dall’effetto cadenza l’intensità trasversale misurata per appena 10 anni di calendario, bisogna disporre dei dati per ricostruire integralmente la storia (ad esempio la storia feconda) di 45 coorti. Ricostruire la storia feconda completa di 45 generazioni vuol dire, d’altra parte, disporre dei dati (nascite per età della donna e popolazione ripartita per sesso ed età) per 80 anni di calendario (da j-50+15 = j-35 fino a j-5+50 = j+45)
.  
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� Il significato di questo termine sarà chiarito più avanti (cfr. il par. 3.2 di questo capitolo)


� questa entità è più comunemente indicata, nella tavola di mortalità, col simbolo lx





� In alcuni testi di Analisi demografica gli eventi teorici vengono anche denominati con l’espressione “eventi allo stato puro”


� Nel par. 2 del cap. II si vedrà un’ulteriore dimostrazione, con riferimento alla nuzialità del primo ordine, del fatto che l’intensità ottenuta come somma di tassi di seconda categoria è corretta solo se l’ipotesi di indipendenza è verificata.


�  E’ sufficiente accennare al fatto che, calcolando una probabilità (ad es. di primo matrimonio), si considerano (al denominatore) solo coloro che ancora non hanno subito l’evento. Chi subisce l’evento viene escluso dal contingente che rimane sotto osservazione, e quindi un eventuale comportamento differenziale nei confronti degli eventi perturbatori, tra chi rimane sotto osservazione e chi viene escluso dalla coorte (per esempio una eventuale mortalità differenziale tra celibi e coniugati) , non incide sulla misura del fenomeno in esame.


�  In demografia ci si riferisce a “probabilità a posteriori”: numero di eventi osservati rapportato al numero di esposti al rischio di subire l’evento


� Bisogna però ricordare che questi eventi perturbatori - ammettendo che siano, per semplicità, solo i decessi -  hanno già ridotto il contingente Px  , e anche il contingente  Cx  , rispetto al contingente di partenza P0 = C0 


� Si ricorderà che, invece, al denominatore del corrispondente tasso di seconda categoria si sarebbe posto il contingente Px+0,5.


� Il problema della misura della mortalità si pone, come si è già sottolineato, in modo radicalmente differente, rispetto a quello della misura degli altri fenomeni demografici (fecondità, nuzialità, sia complessive che per ordine). Infatti, nel caso della mortalità l’intensità è nota (pari a 1, in quanto tutti i nati, che costituiscono la generazione di partenza, sono destinati a morire), e si tratta invece di analizzarne la cadenza, e cioè di valutare la velocità con la quale la generazione si estingue. 


� fino all’inizio, cioè, dell’intervallo di età x, x+1 (e dunque si presume sia il contingente effettivamente esposto al rischio di morire nel corso di questo intervallo di età)


� Nella formula, la metà del saldo S (x,x+1) (differenza tra immigrati ed emigrati) andrà sottratta da Px se S (x,x+1) risulta negativo (se cioè l’emigrazione supera l’immigrazione), mentre andrà sommata nel caso opposto


� La conoscenza delle probabilità di morte è indispensabile per la costruzione delle tavole di mortalità


� I tassi specifici di mortalità hanno la natura di tassi di prima categoria, anche se  non occorre usare questo termine, in quanto nel caso della mortalità non c’è rischio di confonderli con altri tipi di tassi


� Il valore del tasso specifico di mortalità di prima categoria risulta in genere leggermente superiore a quello della  probabilità di morte, perché (a parità di numeratore) il denominatore è leggermente inferiore, trattandosi dei sopravviventi alla metà dell’intervallo di età x, x+1, rispetto ai sopravviventi all’inizio dell’intervallo, che costituiscono il denominatore della probabilità.  E’ bene però sottolineare che, se si calcolano tassi e probabilità per classi di età  quinquennali, il valore della probabilità di morte risulta invece circa cinque volte superiore a quello del tasso specifico. Infatti quest’ultimo rappresenta il livello medio di mortalità in ciascun anno del quinquennio di età considerato, mentre la probabilità  rappresenta il rischio complessivo di morte tra l’inizio e la fine di quel quinquennio di età.


� Il motivo per cui spesso conviene (o è necessario) costruire dei tassi specifici e, in base a questi, stimare le corrispondenti probabilità, riguarda le modalità di classificazione dei dati. Fermo restando che occorre, per calcolare sia dei tassi che delle probabilità, conoscere la distribuzione della popolazione per età (ed eventualmente per sesso), nel caso delle probabilità occorre disporre della classificazione dei decessi per età e generazione di nascita, mentre per il calcolo dei tassi specifici è sufficiente la classificazione dei decessi per età.


� Per semplicità, indichiamo qui col simbolo mx il tasso, che abitualmente viene indicato con m (x, x+1)


�  se calcolati per classi di età annuali


� Diversamente dal caso della mortalità, la nuzialità del primo ordine non è ovviamente un evento fatale (ineluttabile), una quota dei componenti la generazione considerata potrà rimanere in stato di celibato o nubilato (si parla di sopravviventi al matrimonio) fino all’età limite considerata (in genere, convenzionalmente, i 50 anni). Una volta costruita la tavola di nuzialità, è quindi possibile verificare immediatamente qual’è la proporzione di coloro che non si sono sposati. Questa proporzione (in genere espressa rispetto a 100 individui in complesso) si chiama  celibato (o nubilato) definitivo. Il complemento a 100 di questa proporzione fornisce direttamente l’intensità della nuzialità del primo ordine  (proporzione di coloro che si sono sposati almeno una volta).


� In questo caso si fissa il valore di gn18 = 1 (generalmente il primo valore della funzione di sopravvivenza si pone = 10n), in modo che gnx risulti comunque un valore < 1 (altrimenti occorrerebbe dividere il risultato del prodotto *E’ (x, x+1) * gnx+0.5 per 10n).


� Sappiamo in realtà che quando non sono disponibili dati sufficientemente dettagliati e/o precisi si può ricorrere al calcolo di tassi specifici di mortalità e ottenere poi da questi una stima delle corrispondenti probabilità.


� Al simbolo nqx si attribuisce il seguente significato: probabilità di morire tra x e x+n; lo stesso vale per una probabilità di sopravvivenza npx 


� si usa abitualmente il termine di generazione fittizia


� E’ inteso che, come quando si parla di fecondità, anche considerando le misure di riproduttività, tutto ciò che viene detto (soprattutto in termini di formule utilizzate) con riferimento ad effettive coorti di donne può essere trasferito a misure di tipo trasversale o del momento, fatto salvo il differente significato da dare alle misure ottenute.


� Confronto, alla nascita, tra la numerosità della “generazione” delle figlie e quella delle madri, ammettendo che la generazione delle madri sia affetta da mortalità.


� In questi appunti si userà spesso la generica dizione “durata” in sostituzione del termine “età”, e di conseguenza le durate saranno conteggiate a partire da 0 (anziché, ad esempio, dall’età 15): si potrebbe pensare, per avere un riferimento concreto, alla fecondità legittima per durata di matrimonio.


� Conviene ricordare che la somma degli eventi ridotti  fornisce appunto l’intensità.


� Questo metodo di scomposizione è dovuto al demografo francese Roland Pressat


� Si tratta di una media armonica ponderata, e cioè del reciproco della media dei reciproci dei valori di base, che in questo caso sarebbero i valori T delle coorti


� Con un esempio concreto, e con l’aiuto del classico schema di Lexis, sarebbe più facile apprezzare questi riferimenti temporali, forse non immediatamente evidenti ad una prima lettura. Basterà comunque recepire il concetto che la “deperiodizzazione” è un’operazione molto onerosa in termini di raccolta di dati (necessari per effettuarla), rispetto alla brevità dei periodi per i quali in genere si riesce a compiere.
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